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CAPITULO

Introducao

1.1 Defini¢des Iniciais

Antes de visitar a representacao de grafos, é importante que saibamos o que sao vér-
tices e arestas. Vértices geralmente sao representados como unidades, elementos ou
entidades, enquanto as arestas representam as ligacoes/conexdes entre pares de vér-
tices. Geralmente, chamaremos o conjunto de vértices de V e o conjunto de arestas
de E. Define-se que E € V x V. Também usaremos n e m para denotarem o nimero
de vértices e arestas respectivamente, entdo n = |V| e m = |E|. O nimero de arestas

2
z A NnT—n
possivel em um grafo é =——.

Um grafo pode ser representado de duas formas (CORMEN et al., 2012). A primeira
forma é chamada de lista de adjacéncias e tem mais popularidade em artigos cientificos.
Nela, o grafo é representado como uma dupla para especificar vértices e arestas. Por
exemplo, para um grafo G, pode-se dizer que o mesmo é uma dupla G = (V, E), especifi-
cando assim que o grafo G possui um conjunto V de vértices e E de arestas. A segunda
forma seria uma através de uma matriz bindria, chamada de matriz de adjacéncia.
Normalmente representada pela letra A(G), a matriz é definida por A(G) € {0, 1}/V*IVI a
qual seus elementos a,,, = 1 se existir uma aresta entre os vértices u e v. Um exemplo

das das formas para um mesmo grafo pode ser visualizado no Exemplo 1.1.1.
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Example 1.1.1. A Figura 1 exibe um grafo de 4 vértices e 4 arestas. Na representacao

por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G=({1,2,3,4},{{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}}). (1.1)

A representacao por uma matriz de adjacéncia ficaria assim

1 2 3 4

110|101

AG)= 2110|101}

Figura 1 - Exemplo de grafo com 4 vértices e 4 arestas.

1.1.1 Grafos Valorados ou Ponderados

Um grafo é valorado quando um peso ou valor é associado a suas arestas. Na literatura,
a definicao do grafo passa a ser uma tripla G = (V, E, w), na qual V € o conjunto de
vértices, E é o conjunto de arestas e w: e € E — R é a funcao que especifica o valor.
Quando nao se possui valornas arestas, parte-se de uma relacdo bindria entre existir
ou nao uma aresta entre dois vértices. Neste caso, se u e v possui uma aresta, geralmente

se simboliza essa ligacdo com o valor 1, e se ndo existir 0.
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Em uma matriz de adjacéncias para grafos valorados, o valor das arestas aparecem
nas células da matriz. Em um par de vértices que ndo possui valor estabelecido (nao ha
aresta), representa-se com uma lacuna ou com um valor simbélico para o problema que
o grafo representa. Por exemplo, se os valores representam as distancias, geralmente se
associa o valor infinito aos pares de vértices que ndo possuem arestas.

Um exemplo de grafo valorado e suas representacoes pode ser visualizado no Exem-

plo1.1.2.

Example 1.1.2. A Figura 2 exibe um grafo valorado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentacdo por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G=({1,2,3,4},{{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}}, w). (1.2)

Afuncdo w teria os seguintes valores: w({1,2}) =8, w({1,4}) =9, w({2,4}) =5e w({3,4}) =
7.

A representacao por uma matriz de adjacéncia ficaria assim

A(G) =

\S)
[oc}
(=)
o
93]

3/0(0(0]|7

419570
ou desta outra forma para o caso de uma aplicacao a problemas que envolvam

distancias
1 2 3 4

l|oo| 8 |co| 9

AG= 2| 8 |co|oo| 5
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Figura 2 - Exemplo de grafo valorado com 4 vértices e 4 arestas.

Grafos com Sinais

Para representar alguns problemas, utiliza-se valores negativos associados as arestas.
Um exemplo disso, seriam grafos que representem relacdes de amizade e de inimizade.
Para amizade, utiliza-se o valor 1 e para inimizade o valor —1. Nesse caso, ndo dizemos
que o grafo é valorado ou ponderado, mas sim um grafo com sinais. Quando os valores
negativos e positivos podem ser diferentes de 1 e —1, diz-se que os grafos sdo valorados

e com sinais.

1.1.2 Grafos Orientados

Um grafo orientado é aquele no qual suas arestas possuem direcao. Nesse caso, nao
chamamos mais de arestas e sim de arcos. Um grafo orientado é definido como uma
dupla G = (V, A), aqual V é o conjunto de vértices e A é o conjunto de arcos. O conjunto
de arcos é composto por pares ordenados (u, v), 0s quais u, v € V e representam um
arco saindo de u e incidindo em v. Duas funcdes importantes devem ser consideradas
nesse contexto: a funcao de arcos saintes 6 t(v) = {(v,u) : (v,u) € A} e arcos entrantes
0~ () ={(u,v):(u,v) € A}.

O Exemplo 1.1.3 exibe a representacao de um grafo orientado.
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Example 1.1.3. A Figura 3 exibe um grafo orientado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentacdo por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma
G=({1,23,4},1{1,4),2,1),4,2),4,3)}. (1.3)

A representacao por uma matriz de adjacéncia ficaria assim

1 2 3 4
1/]0({0|0 1
AG= 2|1|0(0]0

Figura 3 — Exemplo de grafo orientado com 4 vértices e 4 arcos.

1.1.3 Hipergrafo

Um hipergrafo H = (V, E) é um grafo no qual as arestas podem conectar qualquer

numero de vértices. Cada aresta é chamada de hiperaresta E < 2V\ {{}}.

1.1.4 Multigrafo

Um multigrafo G = (V, E) é um grafo que permite multiplas arestas para o mesmo par de
vértices. Logo, ndo se tem mais um conjunto de arestas, mas sim uma tupla de arestas.

Para o exemplo da Figura 4, tém-se E = ({1,2},{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}, {3,4}).
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Figura 4 — Exemplo de um multigrafo com 4 vértices e 6 arestas.

1.1.5 Grau de um Vértice

O grau de um vértice é a quantidade de arestas que se conectam a determinado vértice.
E denotada por uma funcio d,, onde v € V. Em um grafo orientado, o ntimero de arcos
saintes para um vértice v é denotado por d;, e o ntimero de arcos entrantes é denotado

pord,.

1.1.6 Igualdade e Isomorfismo

Diz-se que dois grafos G, = (V1, E}) e G = (V,, E») sdo iguais se V, = V, e E] = E». Os
dois grafos sdo considerados isomorfos se existir uma funcao bijetora (uma-por-uma)

para todo v € V; e para todo u € V, preserve as relacoes de adjacéncia (NETTO, 2006).

1.1.7 Particdo de Grafos

Uma particao de um grafo é uma divisao disjunta de seu conjunto de vértices. Um grafo
G = (V, E) é dito k-partido se existir uma particao P = {p;li=1,...,kAVje{l,...,k},j #

i(pinp;j#{H} Quando k = 2, dize que o grafo € bipartido (NETTO, 2006).

1.1.8 Matriz de Incidéncia

Sobre um grafo orientado G = (V, E), uma matriz de incidéncia B(G) = {+1,-1, HVIxIAl

mapeia a origem e o destino de cada arco no grafo G. Dado um arco (u, v), by, ) = +1
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e by,uv = —1 (NETTO, 2006).

1.1.9 Operag¢des com Grafos

As seguintes operagdes bindrias sdo descritas em Netto (2006):
* Unido: Dados os grafos Gy = (V1, Ey) e Go = (V2, E2), Gy U G = (V1 U Vo, Ey U E);

* Soma (ou join): Dados os grafos Gy = (V1, E1) e Gy = (Va, E2), G1+ G2 = (ViU Vs, EyU

Euf{u,v:ueVinvel,});

* Produto cartesiano: Dados os grafos G = (V1,E1) e Gy = (Vs, Es), Gy x Go = (V7 x
Va,E),onde E = {{(v,w), (x, )} : (v=xA{w,y} € E2) V(w = yA{v, x} € E1)}. G1 x G2

e G, x G; sdo isomorfos;

* Composi¢do ou produto lexicografico: Dados os grafos G; = (V1, E1) e G = (V>, E»),

G10Gy = (V) x Vo, E),onde E = {{(v,w), (x, )} : (v, x} € E; Vv =x) AMw, y} € Ex};

* Soma de arestas: Dados os grafos G; = (V1, E1) e Gy = (V», E»), 0s quais Vi = V5,

G1® Gy =(V1,E1UEy).
A seguinte operacdo undria é descrita em Netto (2006):

* Contracao de dois vértices: Dado um grafo G = (V, E) e dois vértices u,ve V, a
operacao de contragao desses dois vértices em G, gera um grafo G' = (V’, E’) o qual

Vi=V\u,viufuvie E' ={x,y} € E: x# un x # viu{{x,uv}:{x, u},{x, v} € E}.

Outras operagdes sobre grafos sao descritas na literatura. Esse texto ird omiti-las
por enquanto para que sejam utilizados no momento mais oportuno. So elas: insercao
e remocao de vértices e arestas, desdobramento de um vértice. Essa ultima depende do

contexto de aplicacao.
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1.1.10 Vizinhanca

A vizinhanca de vértices é diferente para grafos ndo-orientados e orientados. Para
um grafo grafo nao-orientado G = (V, E), uma funcao de vizinhanca é definida por
N:veV —{ueV:{vu}e€ E} eindica o conjunto de todos os vizinhos de um vértice
especifico. Para o grafo do Exemplo 1.1.1, N(1) = {2,4}.

Para um grafo orientado G = (V, A), diz-se que um vértice u € V é sucessorde v € V
quando (v,u) € A; e u € V é antecessor de v € V quando (u,v) € A. As funcoes de
vizinhanga para um grafo orientado Gsao N*:ve V —-{ueV:(v,u)e A}, N :veV —
{ueV:(u,v e Al,e Nlv)=NT(v)UN~ (v).

Diz-se que a vizinhanca de v é fechada quando esse mesmo vértice se inclui no
conjunto de vizinhos. A funcdo que representa vizinhanca fechada v é simbolizada
neste texto como N, (v) = N(v) U {v}.

As funcgoes de vizinhanca também podem ser utilizadas para identificar um conjunto
de vértices vizinhos de um grupo de vértices em um grafo G = (V, E) (orientado ou nao).
Nesse contexto, N(S) = Upes N(v), NT(S) =Upes N* (1), e N™(S) = Upes N~ (v).

As nogdes de sucessor e antecessor podem ser aplicadas iterativamente. As Equacgdes

(1.4), (1.5), (1.6) e (1.7) exibem exemplos de fechos transitivos diretos.

N°(w) = {v} (1.4)
N*'(v) = N*(v) (1.5)
N* @) =N*(N" () (1.6)
N () = N* (N D (1) (1.7)

Chama-se de fecho transitivo direto aqueles que correspondem aos vizinhos suces-

sivos e os inversos os que correspondem aos vizinhos antecessores. Um fecho transitivo
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direto de um vértice v de um grafo G = (V, E) sao todos os vértices atingiveis a partir v

Vi
k

no grafo G; ele é representado pela fun¢do R* (v) = o N**(v). Um fecho transitivo

inverso de v é o conjunto de vértices que atingem v; ele é representado pela funcao

R (v) = Ulk‘go N~¥(v). Diz-se que w é descendente de v se w € R* (v). Diz-se que w é

ascendente de v se w € R~ (v).

1.1.11 Grafo Regular

Um grafo ndo-orientado G = (V, E) que tenha d(v) = kVYv € V é chamado de grafo
k-regular ou de grau k. Um grafo orientado G, = (V, A) que possui a propriedade
d* (v) = kVv € V é chamado de grafo exteriormente regular de semigrau k. Se G, tiver

d~(v) = kVv € V é chamado de grafo interiormente regular de semigrau k.

1.1.12 Grafo Simétrico

Um grafo orientado G = (V, A) é simétrico se (4,v) € A < (v,u) € AVu,veV.

1.1.13 Grafo Anti-simétrico

Um grafo orientado G = (V, A) é anti-simétrico se (u,v) € A < (v,u) ¢ AVu,veV.

1.1.14 Grafo Completo

Um grafo completo G = (V,E) é completose E=V x V.

Grafos bipartidos completos Gg = ((X, Y), E) possuem E= X x Y.

1.1.15 Grafo Complementar

Para um grafo G = (V, E), um grafo complementar é definido por G° = G = (V, (V x V)\E).



16 Capitulo 1. Introdugdo

1.1.16 Percursos em Grafos

“Um percurso, itinerdrio ou cadeia é uma familia de ligacdes sucessivamente adjacentes,
cada uma tendo uma extremidade adjacente a anterior e a outra a subsequente (a
exececao da primeira e da tltima)” (NETTO, 2006). Diz-se que um percurso € aberto
quando a ultima ligacao é adjacente a primeira. Tém-se desse modo um ciclo.
Um percurso é considerado simples se ndo repetir ligacoes (NETTO, 2006).
Caminhos sdo cadeias em grafos orientados.

Circuitos sdo ciclos em grafos orientados.

1.1.17 Cintura e Circunferéncia

Cintura de um grafo G é comprimendo do menor ciclo existente no grafo. F representada
pela funcao g(G). A circunferéncia é comprimento do maior ciclo. A circunferéncia do

grafo G é representada pela funcao c(G).

1.1.18 Planaridade

Netto (2006) comenta que a no¢do de planaridade se baseia na ideia da representacao
de um conjunto de elementos em um plano, como em um mapa. Nesse contexto, um
grafo planar pode ser representado em um plano sem que suas arestas se cruzem. Um
grafo plano é um grafo planar que foi desenhado numa superficie plana.

Netto (2006) cita trés resultados mais conhecidos para considerar que um grafo é

planar:

e (Harary) Um grafo é planar sse ndo tiver, como subgrafo, um grafo homeomorfo®

a K52 oua Kg,gs.

1" Um grafo H é homeomorfo a um grafo G, se H pode ser obtido de G pela insercio de vértices de grau
2 em pontos intermedidrios de suas arestas (substitui uma aresta {u, v}, adicionando um vértice w e
duas arestas {u, w} e {v, w}) (NETTO, 2006).

Grafo Ks: grafo completo com cinco vértices.
Grafo K3 3: grafo bipartido com 3 vértices para cada parte e cada parte se conecta a outra completa-
mente (9 arestas).
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* (Wagner) Um grafo G é planar sse ele ndo contiver um subgrafo contrativel a K

oua Ks33.

 (Whitney) Um grafo G 2-conexo” é planar sse possui um dual®.

1.1.19 Vértice de Corte

Um vértice € dito ser um vértice de corte se sua remo¢ao (juntamente com as ares-
tas a ele conectadas) provoca um reducdo na conexidade do grafo (passa a ter mais

componentes desconexas).

1.1.20 Ponte

Uma aresta é dita ser um a ponte se sua remoc¢ao provoca um reducao na conexidade

do grafo (passa a ter mais componentes desconexas).

1.1.21 Base

Uma base de um grafo G(V, E) é um subconjunto B < V, tal que:
* dois vértices quaisquer de B ndo sdo ligados por nenhum caminho;

* todo vértice ndo pertencente a B pode ser atingido por um caminho partindo de

B.

1.1.22 Anti-Base

Uma anti-base de um grafo G(V, E) € um subconjunto A € V, tal que:
* dois vértices quaisquer de A ndo sao ligados por nenhum caminho;

* de todo vértice ndo pertencente a A pode se atingir A por um caminho.

4 Grafo k-conexo: sdo necessarios desconectar no minimo k vértices para desconectar o grafo conexo.
5 Um grafo dual D é obtido a partir de um grafo G tal que cada vértice de D corresponde a uma face em
G e cada aresta em D conecta duas faces adjacentes em G.
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1.1.23 SCIE (Subconjunto Internamente Estavel ou conjunto inde-
pendente)

Seja G(V, A) um grafo ndo orientado. Diz-se que S ¢ V' é um subconjunto internamente
estavel se dois vértices quaisquer de S nunca sao adjacentes entre si.
Agora, se dado um SCIE S ndo existe um outro SCIE S’ tal que S < §, entdo S é dito

ser um SCIE maximal.

1.1.24 SCEE (Subconjunto Externamente Estavel ou conjunto do-
minante)

Seja G(V, A) um grafo orientado. Diz-se que T < V é um subconjunto externamente
estavel se todo vértice nao pertencente a T tiver pelo menos um vértice de T como

sucessor. A Figura 5 traz um grafo dirigido com o conjunto dominante {A, B, C}.

Figura 5 — Exemplo de conjunto SCEE.

Se dado um SCEE T nao existe um outro SCEE T’ tal que T’ c T, entdo T é dito
ser um SCEE minimal. Este conceito também pode ser aplicado a grafos ndo-dirigidos,
bastando que considere-se que todo vértice exterior a T deva ter como adjacente pelo

menos um vértice de T.



CAPITULO

Representacoes Computacionais

Duas formas de representacao computacional de grafos sdo amplamente utilizadas.
Sao elas “listas de adjacéncias” e “por matriz de adjacéncias” (CORMEN et al., 2012).
Elas possuem vantagens e desvantagens principamente relacionadas a complexidade
computacional (consumo de recursos em tempo e espacgo). Detalhes sobre vantagens e
desvantagens ndo aparecerao nesse documento. Um de nossos objetivos do momento

serd implementar e avaliar as duas formas de representacao.

2.1 Lista de Adjacéncias

A representagdo de um grafo G = (V, E) por listas de adjacéncias consiste em um arranjo,
chamado aqui de Adj. Esse arranjo é composto por | V| listas, e cada posicao do arranjo
representa as adjacéncias de um vértice especifico (CORMEN et al., 2012). Para cada
{u, v} € E, tém-se Adjlu]l = (...,v,...) e Adjlv] = (...,u,...) quando G for ndo-dirigido.
Quando G for dirigido, para cada (u, v) € E, tém-se Adjlu] = (..., v,...).

Para grafos ponderados, Cormen et al. (2012) sugere o uso da prépria estrutura de ad-
jacéncias para armazenar o peso. Dado um grafo ponderado nao-dirigido G = (V, E, w),
para cada {u, v} € E, ttm-se Adjlul = (..., (v, w{u, v})),...) e Adjlv] = (..., (u, w({u, v}),...).

Quando o grafo for dirigido, para cada (u, v) € E, tém-se Adj[u] = (..., (v, w((u, v))),...).
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O Algoritmo 1 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w) em

uma lista de adjacéncias Adj.

Algoritmo 1: Criacao de uma lista de adjacéncias para um grafo dirigido e
ponderado.
Input :um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w)
1 criar arranjo Adj[| V]
2 foreach v € V do
3 t Adjv] < listaVazia()

4 foreach (u,v) € Ado
5 | Adjlu] — Adjlul U (v, w((u, 1))

6 return Adj

2.2 Matriz de Adjacéncias

Uma matriz de adjacéncia é uma representacao de um grafo através de uma matriz A.
Para um grafo nao-dirigido G = (V, E), A= BV*!Vl na qual cada elemento a,, , =1 e
ayu=1se{u,vi€E;ay,,=0ea,,=0caso {u,v} ¢ E. Para todo grafo ndo-dirigido G,

ay,y = Ay,y-

Para um grafo dirigido G = (V, X), A= BVI*XIVI na qual cada elemento a,,, =1 se

(u,v)e A;ay,,=0eay, =0caso (u,v) ¢ X.

Para um grafo nao-dirigido e ponderado G = (V, E, w), a matriz serd formada por
células que comportem o tipo de dado representado pelos pesos. Assumindo que
0S pesos serdo numeros reais, entdo a matriz de adjacéncias serd A = RVIXIVI Cada
elemento a, , = w({u,v}) e a,,, = w({u, v}) se {u, v} € E; a,,, =€ e a,,,, = € caso {u, v} ¢
E. e é um valor que representa a ndo conexao, geralmente 0, +0o ou —oo dependendo

do contexto de aplicacao.

O Algoritmo 2 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w) em

uma matriz de adjacéncias Adj.
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Algoritmo 2: Cria¢dao de uma matriz de adjacéncias para um grafo dirigido e
ponderado.
Input :um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w: A — R), um simbolo € que
representa a nao adjacéncia
Adj — RIVI*IVI
foreach v € V do
foreach u € V do
L t Adjy, —€

- W N -

foreach (u,v) € Ado
| Adju,y — w((u, v)

return Adj

o O

N

2.3 Exercicios

Implemente as duas bibliotecas para grafos. Preencha a seguinte tabela a partir da

andlise computacional, de acordo com as operacoes abaixo determinadas.

Lista de Adjacéncias | Matriz de Adjacéncias

Insercao de vértice

insercao de arestas

Remocao de vértice

Remocao de arestas

Testese {u, v} € E

Percorrer vizinhos

Grau de um vértice







CAPITULO

Buscas em Grafos

3.1 Busca em Largura

Dado um grafo G = (V, E) e uma origem s, a busca em largura (Breadth-First Search -
BES) explora as arestas/arcos de G a partir de s para cada vértice que pode ser atingido a
partir de s. E uma exploracdo por nivel. O procedimento descobre as distancias (niimero
de arestas/arcos) entre s e os demais vértices atingiveis de G. Pode ser aplicado para

grafos orientados e ndo-orientados (CORMEN et al., 2012).

O algoritmo pode produzir uma 4rvore de busca em largura com raiz s. Nessa arvore,
o caminho de s até qualquer outro vértice € um caminho minimo em nimero de

arestas/arcos (CORMEN et al., 2012).

O Algoritmo 3 descreve as operacdes realizadas em uma busca em largura. Nele,
criam-se trés estruturas de dados que serdo utilizadas para armazenar os resultados da
busca. O arranjo C, € utilizado para determinar se um vértice v € V foi conhecido ou
ndo; D, determina a distancia percorrida até encontrar o vértice v € V; e A, determina
o vértice antecessor ao v € V em uma busca em largura a partir de s (CORMEN et al.,

2012).
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Algoritmo 3: Busca em largura.

Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem se€ V
// configurando todos os vértices
C,—falseVveV

D,—ocoVveV

3 Ay—nullVveV

// configurando o vértice de origem
Cs — true

5 Dg—0

// preparando fila de visitas
Q — Fila()

7 Q.enqueue(s)

10
11

12
13
14
15

16

// propagacao das visitas
while Q.empty() = false do
// visitando o vértice u
u — Q.dequeue()
foreach v € N(u) do
if C, = false then
// conhecendo o vértice v
C, < true
D, —D,+1
Ay, —u
Q.enqueue(v)

return (D, A)

3.1.1 Complexidade da Busca em Largura

O numero de operacoes de enfileiramento e desenfileiramento é limitado a | V| vezes,

pois visita-se no méaximo | V| vértices. Como as operagoes de enfileirar e desenfileirar

podem ser realizadas em tempo (1), entdo para realizar estas operacoes demanda-se

tempo de O(|V]). Deve-se considerar ainda, que muitas arestas/arcos incidem em vérti-

ces ja visitados, entdo inclui-se na complexidade de uma BFS a varredura de todas as

adjacéncias, que demandaria O(|E|). Diz-se entdo, que a complexidade computacional

daBFSé O(|V|+IE]) .
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3.1.2 Propriedades e Provas
3.1.2.1 Caminhos Minimos

A busca em largura garante a descoberta dos caminhos minimos em um grafo nao-
ponderados G = (V, E) de um vértice de origem s € V para todos os demais atingiveis.
Para demonstrar isso, Cormen et al. (2012) examina algumas propriedades importantes
a seguir. Considere a distancia de um caminho minimo (s, v) de s a v como o ntimero

minimo de arestas/arcos necessarios para percorrer esse caminho.

Lema 3.1.1. Seja G = (V, E) um grafo orientado ou ndo-orientado e seja s € V um vértice

arbitrdrio, entdo 6 (s, v) < 6 (s, u) + 1 para qualquer arestalarco (u, v) € E.

Prova: Se u pode ser atingido a partir de s, entdo o mesmo ocorre com v. Desse modo,
o caminho minimo de s para v ndao pode ser mais longo do que o caminho de s para u
seguido pela aresta/arco (u, v) e a desigualdade vale. Se u ndo pode ser alcangado por s,

entdo 6 (s, u) = oo, e a desigualdade é valida. B

Lema 3.1.2. Seja G = (V, E) um grafo orientado ou ndo-orientado e suponha que G tenha
sido submetido ao algoritmo BFS (Algoritmo 3) partindo de um dado vértice de origem

se V. Ao parar, o algoritmo BFS satisfard D, = 6(s,v)Vve V.

Prova: Utiliza-se a inducao em relacdo ao ntimero de operacdes de enfileiramento
(enqueue). A hipotese indutiva é D, =6 (s, v)Vve V.

A base da inducao € a situacao imediatamente apos s ser enfileirado na linha 7 do
Algoritmo 3. A hip6tese indutiva se mantém vélida nesse momento porque D; =0 =
6(s,s)eD,=0c0=0d(s,v)Vv e V\{sh

Para o passo da inducao, considere um vértice v nao-conhecido (C, =false) que é
descoberto depois do ultimo desenfileirar. Consideramos que o vértice desenfileirado
é u e V. Ahipétese da inducao implica que D, = §(s, u). Pela atribuicao dalinha 13 e

pelo Lema 3.1.1, obtem-se
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D,=D,+1=6(s,u)+1=6(s,v). (3.1)

Entdo, o vértice v € enfileirado e nunca serd enfileirado novamente porque ele também
é marcado como conhecido e as operagdes entre as linhas 12 e 15 sdo apenas executadas
para vértices ndo-conhecidos. Desse modo, o valor de D, nunca muda novamente e a

hipétese de inducado é mantida. B

Lema 3.1.3. Suponha que durante a execugdo do algoritmo de busca em largura (Al-
goritmo 3) em um grafo G = (V, E), a fila Q contenha os vértices (vy, Va,...,V;), onde
v1 € o inicio da fila e v, é o final da fila. Entdo, D,, < D, +1 e D, < D,,,, para todo

i1€{l,2,...,r=1}.

Prova: A prova é realizada por inducao relacionada ao nimero de operacoes de fila.

Para a base da inducdo, imediatamente antes do laco de repeticao (antes da linha 8),
tém-se apenas o vértice s na fila. O lema se mantém nessa condicao.

Para o passo da inducao, deve-se provar que o lema se mantém para depois do de-
senfileiramento quanto do enfileiramento de um vértice. Se o inicio v, é desenfileirado,
v, torna-se o inicio. Pela hipétese de inducao, D,, < D,,. Entdo D,, <D, +1<D,, +1.
Assim, o lema prossegue com v, no inicio.

Quando enfileira-se um vértice v (linha 15), ele se torna v,;;. Nesse momento, ja se
removeu da fila o vértice u cujo as adjacéncias estdo sendo analisadas, e pela hipotese
de inducao, o novo inicio v; deve ter D, = D,,. Assim, D,,,, =D, =D, +1<D,, +1.
Pela hipoétese indutiva, tém-se D,, < D, +1, portanto D,, < D,+1=D, =D, eo0

lema se mantém quando um vértice é enfileirado. B

Corolario 3.1.4. Suponha que os vértices v; e vj sejam enfileirados durante a execu¢do
do algoritmo de busca em largura (Algoritmo 3) e que v; seja enfileirado antes de v;.

Entao, Dy, = D,; no momento que v; é enfileirado.

Prova: Imediata pelo Lema 3.1.3 e pela propriedade de que cada vértice recebe um valor

D finito no méximo uma vez durante a execucao do algoritmo. ll
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Teorema 3.1.5. Seja G = (V, E) um grafo orientado ou ndo-orientado, e suponha que o
algoritmo de busca em largura (Algoritmo 3) seja executado em G partindo de um dado
vértice s € V. Entdo, durante sua execugdo, o algoritmo descobre todo o vértice v e V
atingivel por s. Ao findar sua execugdo, o algoritmo retornard a distdncia minima entre s

eveV,entdoD,=06(s,v)VveV.

Prova: Por contradicdo, suponha que algum vértice receba um valor de distancia nao
igual a distancia de seu caminho minimo. Seja v um vértice (com 6 (s, v)) que recebe tal
valor de distancia D, incorreto. O vértice v ndo poderia ser s, pois o algoritmo define
D, =0, o que estaria correto. Entdo deve-se encontrar um outro v # s. Pelo Lema 3.1.2,
D, = 6(s, v) e portanto, temos D, > 6 (s, v). O vértice v deve poder ser visitado a partir
de s, se ndo puder, 6 (s, v) =oco0 = D,,. Seja u o vértice imediatamente anterior a v em um
caminho minimo de s a v, de modo que 6(s, v) = (s, u) + 1. Como 6(s, u) <6(s,v), eem
razdo de selecionar-se v, tétm-se D, = 6 (s, u). Reunindo essas propriedades, obtém-se a

seguinte hip6tese de contradicao

D,>6(s,v)=6(s,u)+1=D, +1. (3.2)

Considere o momento que o algoritmo opta por desenfileirar o vértice u de Q. Nesse
momento, o vértice v pode ter sido ndo-conhecido, conhecido e ja foi removido da fila,

ou conhecido e estd na fila. O restante da prova analisa cada um desses casos:

e Se v é nao-conhecido (C, =false e lembrando que v é vizinho de u), entao a
operacao na linha 13 define D, = D, + 1, contradizendo o que € dito na Equacao

3.2.

* Se vjafoiconhecido (C, =true) e foi removido da fila, pelo Corolério 3.1.4, tétm-se

D, < D, que também contradiz o que € dito na Equacao 3.2.

* Se vjafoiconhecido e permanece na fila, quando v fora enfileirado w era o vértice

antecessor imediato no caminho até v, logo D, = D, + 1. Considere também
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que w ja foi desenfileirado. Porém, pelo Corolério 3.1.4, D,, < D,, entdo, temos

D,=Dy,+1<D,+1, contradizendo a Equacao 3.2.

3.1.2.2 Arvores em Largura

O algoritmo de busca em largura (Algoritmo 3) criar uma arvore de busca em largura
a medida que efetua busca no grafo G = (V, E). Também chamada de “subgrafo dos
predecessores”, uma arvore de busca em lagura pode ser definida como G = (Vy, Ej),

naqual V; ={veV: A, #nullu{s} e E; = {(A,, 7, v) : v € V;\{s}}.

3.2 Busca em Profundidade

A busca em profundidade (Depth-First Search - DFS) realiza a visita a vértices cada vez
mais profundos/distantes de um vértice de origem s até que todos os vértices sejam
visitados. Parte-se a busca do vértice mais recentemente descoberto do qual ainda saem
arestas inexploradas. Depois que todas as arestas foram visitadas no mesmo caminho,
a busca retorna pelo mesmo caminho para passar por arestas inexploradas. Quando
nao houver mais arestas inexploradas a busca em profundidade para (CORMEN et al.,
2012).

O Algoritmo 4 apresenta um pseudo-cédigo para a busca em profundidade. Note
que no lugar de usar uma fila, como na busca em largura (vide Algoritmo 3, utiliza-se
uma pilha. Os arranjos C,, T, e A, Yv € V sdo respectivamente o arranjo de marcagao
de visitados, do tempo de visita e do vértice antecessor a visita.

Cormen et al. (2012) afirma que é mais comum realizar a busca em profundidade de
varias fontes. Desse modo, seu livro reporta um algoritmo que sempre que um subgrafo
conexo é completamente buscado, parte-se de um outro vértice de origem nao-visitado

ainda (um vértice ndo atingivel por s).
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Algoritmo 4: Busca em profundidade.

10
11
12
13
14
15
16

1

X

Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem s€ V
// configurando todos os vértices
C,—falseVveV
Ty—ocoVveV
A, —nullVveV
// configurando o vértice de origem
Cs — true
tempo — 0
// preparando fila de visitas
S — Pilha()
S.push(s)
// propagacdo das visitas
while S.empty() = false do
tempo < tempo +1
u — S.pop()
T, — tempo
foreach v € N(u) do
if C, = false then
C, < true
Ay —u
S.push(v)

return (C, T, A)

E mais comum encontrar a Busca em Profundidade através de um algoritmo recur-

sivo na literatura. Nos Algoritmos 5 e 6, é possivel visualizar esta versao da busca. O

primeiro algoritmo corresponde a preparacdo das estruturas de dados e chamada inicial

ao método de visita. O segundo corresponde ao método de visita, que efetiva a busca

em profundidade. Note que no lugar da pilha, a recursividade controla a sequéncia de

visitas aos vértices.
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Algoritmo 5: Algoritmo principal da chamada da busca em profundidade.
Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, E), um vértice de origem s€ V

// Configurando todos os vértices
1 C,—falseVveV
2 Ty—ocoVveV
3 Fy—ocoVveV
4 Ay —nullVveV
// configurando o tempo de inicio
5 tempo — 0
6 VisitaBuscaProfundidade(G, s, C, T, A, F, tempo)// chamar Algoritmo 6

7 return (C, T, A, F)

Algoritmo 6: VisitaBuscaProfundidade.
Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem v € V, e os vetores C, T, Ae F, e uma
variavel tempo € 7}
C, < true
tempo < tempo +1
T, tempo
foreach u € N*(v) do
if C,, = false then

ENIN- N B A

Ay —v
DFS-Visit(G, u, C, T, A, F, tempo)

=)

tempo < tempo +1
F, — tempo

©

3.2.1 Complexidade da Busca em Profundidade

Da mesma maneira que a complexidade da busca em largura, a busca em profundidade
possui complexidade O(|V| + |E|). As operacoes da pilha resultariam tempo O(|V]).
Muitos arestas/arcos incidem em vértices ja visitados, entdo inclui-se na complexidade

de uma DFS a varredura de todas as adjacéncias, que demandaria O(|E]).



CAPITULO

Caminhos e Ciclos

Este capitulo tem o objetivo de introduzir problemas importantes envolvendo caminhos

e ciclos. Dois problemas classicos sao definidos e algoritmos sao apresentados.

Antes de iniciar a abordagem de problemas e algoritmos, € importante entender o
que é um caminho e um ciclo, para estabelecer suas diferencas no contexto de grafos.
Um caminho! é uma sequéncia de vértices (vy, 12, ... V,) conectados por uma aresta
ou arco. Gross e Yellen (2006) definem um caminho como um grafo com dois vértices
com grau 1 e os demais vértices com grau 2, formando uma estrutura linear. Um
ciclo (ou circuito)? é uma cadeia fechada de vértices (vy, Vs, ..., Un, 1) onde cada par
consecutivo é conectado por uma aresta ou arco. E como um caminho com o fim e o

inicio conectados.

4.1 Caminhos e Ciclos Eulerianos

Dois problemas sao apresentados a seguir. Eles estao relacionados a encontrar percursos
que passem por todas as arestas em grafos ndo-dirigidos. H4 versdes de problemas

envolvendo percursos Eulerianos para grafos dirigidos, mas ndo serd o foco deste curso.

Em inglés, chamado de path.

2 Eminglés, chamado de cycle ou circuit.
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O problema do Caminho (ou Trilha) Euleriano pode ser definido como: encontrar
um caminho p = (v}, vy, ..., Vx) em um grafo ndo-orientado G = (V, E), que passe por

todas as arestas de G, no qual nenhuma aresta € repetida e v, # v ou v; = V.

O problema do Ciclo Euleriano pode ser definido como: encontrar um ciclo p =
(11, V2,..., Uk, 1) em um grafo ndo-orientado G = (V, E), que passe por todas as arestas

de G, no qual nenhuma aresta é repetida.

Em um problema de decisdo relacionado a caminhos ou ciclos eulerianos, deseja-se
saber se ha um caminho ou um ciclo euleriano no grafo de entrada. Um grafo € dito
Euleriano se possui um ciclo Euleriano. Se houver um caminho Euleriano, mas nao um

ciclo Euleriano, diz-se que o grafo é semi-Euleriano.

Curiosidade

Os problemas de caminho e ciclo Euleriano surgiram com o conhecido problema das
Sete Pontes de Konigsberg por Euler em 1736. O problema consistia em atravessar as
todas as sete pontes da cidade de Kénigsberg da Prussia (hoje Kaliningrado na Russia)

sem repeti-las.

Observando um mapa antigo das sete pontes, vocé consegue determinar o caminho

Euleriano?

y &‘QH‘E;JJ :
;‘»?g.;,.ﬁ' u"& FI A

Figura 6 — Mapa das sete pontes de Konigsberg na época de in Euler (GIUSCA, 2005).
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4.1.1 Algoritmo de Hierholzer

O algoritmo de Hierholzer (Algoritmo 7) foi publicado em artigo datado de 1873, como
publicacao p6éstuma a seu criador, Carl Hierholzer (falecido em 1871). Através desse
trabalho, Carl Hierholzer provou que o que Leonhard Euler tinha razdo ao conjecturar

que

“Todo grafo conectado possui um Ciclo Euleriano se e somente se todos os seus

vértices possuem grau par.”>

. A partir dessa defini¢do, uma divida pode permanecer: e sobre um grafo com vértice(s)
de grau zero, ndo teriam Ciclo Euleriano? A resposta mais adequada é teriam. Aceita-
mos que essa definicao de conectado, no contexto de Ciclo Euleriano, desconsidera
os vértices de grau zero fora da tinica componente conectada do grafo. O algoritmo

proposto identifica o ciclo Euleriano em tempo O(|E]).

3 Sera que podemos estender uma propriedade semelhante para Caminhos Eulerianos?
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Algoritmo 7: Algoritmo de Hierholzer.

10

11

12

13

14

Input :um grafo ndo-orientado G = (V, E)
// Sem arestas, retornar o ciclo euleriano vazio.
if |E| = {} then

L return (true, () )

// Caso existam arestas, seguimos a busca pelo ciclo.
C{u'y}‘_o Yi{iu,vieV
foreach {u, v} € E do

L Cu,y — Ciyyy +1

v — selecionar um v € V arbitrariamente, que esteja conectado a uma aresta.
// "buscarSubciclo” invoca o Algoritmo 8

(r,Ciclo) < buscarSubciclo(G, v,C)

if r =false then

return (false,null)

else
if 3{u, v} € E: Cyy, 1y > 0 then

return (false,null)

else

return (true, Ciclo)
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Algoritmo 8: Algoritmo de Auxiliar “buscarSubciclo’.

—

10

11

12

13

14

15

16

17

Input :um grafo ndo-orientado G = (V, E),um vértice v € V, o vetor de arestas visitadas
o

Ciclo — (v)

t—v

repeat

// S6 prossegue se existir uma aresta ndo-visitada conectada a Ciclo.

if fue N(v): Cjy ) >0 then

L return (false,null)

else

{v, u} — selecionar uma aresta {v, u} € E, para qualquer u, tal que Cy,,,; >0
Couw — Cyuy—1

v—1u

// Adiciona o vértice v ao final do ciclo.

Ciclo <~ Ciclo-(v)

until v =1

/* Para todo vértice x no Ciclo que tenha uma aresta adjacente néo
visitada. */

foreach x € {u e Ciclo: 3{u,w} e {e€ E: C, > 0}} do

(r,Ciclo’) < buscarSubciclo(G, x,C)

if r =false then

L return (false,null)

Assumindo que Ciclo = vy, v, ..., X,...,v1) € Ciclo' = (x,uy, up,..., uy, x), alterar
Ciclopara Ciclo= (v, vs,...,X, Uy, Uy, ..., Uk, X, ..., V1), OU S€ja, inserir o Ciclo’ no

lugar da posicdo de x em Ciclo.

return (true, Ciclo)

Explique porque a complexidade de Algoritmo de Hierholzer é de O(|E]).

Lema4.1.1. Seja G = (V, E) um grafo ndo-dirigido no qual todas as arestas pertencam

a unica componente conectada e todos os vértices possuem grau par, é sempre possivel
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encontrar obter um ciclo em G que ndo repita arestas.

Prova: A prova é realizada por contradi¢cdo. Imagine que comecemos a criar um ciclo p
por um vértice arbitrario v; € V, conectado a uma aresta em G. Chamaremos de aresta
marcada a que ja foi colocada no ciclo e d), a quantidade de arestas conectadas a v que
ainda ndo estao marcadas.

Por contradicdo, tentamos demonstrar que nao € possivel obter um ciclo em G,
iremos tentar criar um caminho que nunca encontrard novamente v;. Ao iniciar por vy,
selecionamos arbitrariamente um vértice adjacente, chamado aqui de u, e o adiciona-
mos a p. Desse modo, a aresta {v;, u} é considerada como marcada. Nesse momento,
d,, e d;, se tornam niimeros impares. Como o grau de u é par e maior que 0, ele terd
alguma aresta ndo marcada que permitird que o caminho continue a ser construido.
Repete-se o processo até que nao seja mais possivel encontrar arestas nao marcadas,
adicionando um novo vértice ao caminho que esteja conectado ao ultimo vértice adicio-
nado em p utilizando uma aresta nao marcadas. Note que é impossivel ndo retornar a v;
e estabelecer um ciclo, pois todo vértice recém adicionado terd uma aresta ndo marcada
para adicionar alguém ao caminho, a ndo se que se tenha retornado a v;, portanto
formando um ciclo, o que é uma contradi¢do. Dessa forma, a prova por contradi¢ao

estd completa.

Lema 4.1.2. Seja G = (V, E) um grafo néo-dirigido com dois ciclos p; e p» que ndo com-
partilham arestas, eles podem ser unidos para formar um tnico ciclo, caso compartilhem

um vértice.

Prova: A prova é dada por construcao. Considere p; = (uy, ug,..., uy) € p2 = (v1, V2,..., V1).

Para construir um tnico ciclo:

1. considere que o vértice x que seja comum aos dois ciclos;

2. conside p; = (uy, Uz,..., X,...,u1) € p2 =V, V2,..., X,..., V1);
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3. formatar o ciclo p, para iniciar e comecar em x, tornando-se desse modo p; =

(x,...,V1,V2,...,x>;
4. copiar p; parar, o ciclo resultante, desse modo r = (uy, uy,..., X,..., Uy);

5. substituir o vértice x em r pelo ciclo na ordem em p», obtendo

p1=AU, U2,..., X,..., V1, V2,..., X,..0, UT).
[ |

Lema4.1.3. Seja G = (V, E) um grafo néao-dirigido no qual todos os vértices possuem grau
par, remover as arestas que compoem qualquer ciclo em G, todos os vértices continuarao

com grau par.

Prova: A prova é dada por contradi¢do. Considere o ciclo p = (v, v2,..., Uk, V1). Os
vértices que sofrerdo reducao de grau serdo aqueles que pertencem ao ciclo, portanto,
por contradi¢do, devemos supor que ao menos um vértice do ciclo terd grau impar. Isso
é impossivel, pois ao remover as arestas que pertenca ao ciclo, os vértices pertencentes
ao ciclo sofrerdo sempre o decréscimo de dois em seus graus (um para aresta que entra

e outro para a que sai). ll

Teorema 4.1.4. Um grafo nao-orientado G = (V, E) é (ou possui um ciclo) Euleriano se e
somente se em G cada vértice tem um grau par e todas as arestas pertencam a uma tinica

componente conectada no grafo.

Prova: A prova serd realizada por contradi¢do. Considerando o Lema 4.1.1 hd ao menos
um ciclo. Se houver mais de um ciclo, e se eles se conectam em vértices, € possivel
converter esses ciclos em um apenas pelo Lema 4.1.2.

Entdao devemos imaginar arestas que nao pertencam a um ciclo presente no grafo.
Ao remover os ciclos formados, ainda assim, teremos vértices com grau par pelo Lema
4.1.3. Essas arestas podem estar em uma tinica ou em varias componentes conectadas.
Sabe-se que essa ou essas componentes terdo vértices de grau par e cada componente

poderd ter um ciclo (Lema 4.1.1). No caso de mais de uma componente conectada ter
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sido gerada, significa que o ciclo removido conectava as componentes. Se cada uma
delas tiver um ciclo, entdo é possivel obter um ciclo de cada uma (pelo Lema 4.1.2), logo
ndo sobrando arestas sem ciclo.

Analisando cada componente (ou a tinica que tenha sobra pela remocao), héd de se
encontrar a aresta que nao esta no ciclo. No entanto, cada componente conectada pos-
sui um ciclo (Lema 4.1.1) e a remocao desse ciclo gerard componente ou componentes
com vértices de grau par (Lema 4.1.3) até que o grau seja igual a zero ou nao haja mais

componentes. Desse modo, é impossivel encontrar tal aresta e completa-se a prova. il

4.2 Caminhos e Ciclos Hamiltonianos

Ciclos ou caminhos Hamiltonianos sdo aqueles que percorrem todos os vértices de um
grafo apenas uma vez. Mais especificamente para um ciclo Hamiltoniano, o inicio e o
fim terminam no mesmo vértice. O nome Hamiltoniano vem de William Rowan Hamil-
ton, o inventor de um jogo que desafia a buscar um ciclo pelas arestas de dodecaedro
(figura tridimensional de 12 faces).

Um grafo é dito Hamiltoniano se possui um ciclo Hamiltoniano.

H4 |V|! diferentes sequéncias de vértices que podem ser caminhos Hamiltonianos,
entdo, um algoritmo de forca-bruta demanda muito tempo computacional. O problema
de decisao para encontrar um caminho ou ciclo Hamiltoniano é considerado NP-

Completo.

4.2.1 Caixeiro Viajante

Dado um grafo completo4 G = (V,E,w) no qual V é o conjunto de vértices, E é o
conjunto de arestas e w : E — R* é a funcdo dos pesos (ou custo ou distancias), busca-se

pelo ciclo Hamiltoniano de menor soma total de peso (menor custo ou distancia).

4 Em um grafo completo, o conjunto de arestas é definido por E=V x V.
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Um dos algoritmos mais eficientes para resolvé-lo é o de programacao dinamica
Held-Karp (ou Bellman-Held—Karp, no Algoritmo 9). No entanto, o mesmo demanda
tempo computacional de O2!V!|V|?).

O algoritmo de Bellman-Held-Karp é de programac¢do dinamica e considera que
“cada subcaminho de um caminho de distdncia minima é minimo”. Segue abaixo a
recorréncia utilizada para a programacao dinamica do algoritmo. Ela tem o objetivo de
descobrir o valor do menor caminho que comeca em 1 e temina em v passando por

todos os vértices que estdo em S. Para isso, assumimos que 1, v ¢ S

w({l,v}) para |S| =0,
OPT(S,v) =

mincgs 21 {OPT (S —{u}, w) + w{u, v})} paralS|>0.

Algoritmo 9: Algoritmo de Bellman-Held-Karp.
Input :umgrafo G=(V,E=V xV,w)

1 fork—2to|V]|do

2 | CUkhk) — w({1,k})

3 fors—2to|V|—1do

4 | foreachSe{x<{2,3,...,|V]}:|x| = s} do

5 foreach v € S do

6 L t C(S, v) — minyz,, ,es{C(S\{v}, w) + w({u, v})}

7 return min,e\\1{C({2,3,..., |V}, ») + w({v, 1})}

Execute o Algoritmo 9 sobre o grafo G = (V = {1,2,3,4},E = V x V,w), no qual
w({1,2}) — 10, w({1,3}) — 15, w({1,4}) — 20, w({2,3}) — 35, w({2,4}) — 25 e

w({3,4}) — 30.

A resposta deve ser 80.






CAPITULO

Caminhos de Custo Minimo

Em um problema de Caminho Minimo, ha um grafo ponderado orientado ou nao G =
(V,E, w), onde V é o conjunto de vértices, E é o conjunto de arcos ou arestas, e w: E — R
é a funcao que representa o peso entre dois vértices (distancia ou custo das arestas).
Para um caminho p = (v, v,..., ;) seu peso é dado por w(p) = Z?:z w((vi_l, v,-))
(CORMEN et al., 2012).

O peso de um caminho minimo de u a v é dado por

min{w(p) : u L v}, sehdum caminho de u parav,
o(u,v) = (5.1)

00, caso contrario.

H4 algumas variantes para os problemas de caminho minimo (CORMEN et al.,

2012):

* Problema de caminhos minimos de fonte tinica: dado um grafo ponderado G =
(V,E, w) e um vértice de origem s € V, encontrar o caminho de custo §(s, v) para

todooveV;

* Problema de caminhos minimos para um destino:dado um grafo ponderado
G = (V,E, w), um vértice de destino t € V, determinar o caminho de custo 6 (v, 1)

paratodoo veV;
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* Problema de caminhos minimos para um par: dado um grafo ponderado G =
(V,E,w), um vértice de origem s € V e um vértice de destino ¢, determinar o

caminho de custo 6 (s, £);

* Problema de caminhos minimos para todos os pares: dado um grafo ponderado

G = (V, E, w), encontrar o caminho de curso 6 (u, v) para todo o par u,ve V.

Pesos Negativos

Os problemas de caminho minimo geralmente operam sem erros em grafos com pe-
sos negativos. Uma excec¢do a isso é quando hd um ciclo com peso negativo. Nesse
caso, nunca havera um peso definido, pois é sempre possivel diminuir o peso total do

caminho percorrendo o ciclo mais uma vez.

Inicializa¢do e Relaxamento

Os Algoritmos 10 e 11 sdo utilizados em diversos algoritmos de resolucao de caminhos
minimos. A estrutura de dados D é referente a estimativa de caminho que serd obtida
ao longo da execucao de um caminho minimo para cada vértice v € V. A estrutura de
dados A é utilizada para identificar o vértice anterior em cada caminho minimo para

um vértice ve V.

Algoritmo 10: Inicializacao de G.
Input :um grafo G = (V,E, w), um vértice de origem se V

// inicializacgao
1 D,—oc0VveV
2 Ay—nullVveV
3 Dg—0

4 return (D, A)
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Algoritmo 11: Relaxamento de v.
Input :um grafo G=(V,E,w)% (u,v)€E, A, D

1 if D, > Dy, + w((u, v)) then
2 | D, Dy+w((uv)

3 Ay —u

% Para o caso de G ser nao-dirigido, deve-se realizar o relaxamento em (u, v) e (v, ) para uma aresta

{u, v} € E, ou seja, deve-se realizar o relaxamento nos dois sentidos.

5.1 Propriedades de Caminhos Minimos

5.1.1 Propriedade de subcaminhos de caminhos minimos o sao

(esses subcaminhos também sao caminhos minimos)

Lema5.1.1. Dado um grafo ponderado G = (V, E, w), um caminho minimo entre v, e vy
p =(v1,2,..., V), Suponha que, para quaisquerie j,1<i< j <k, todo o subcaminho
de p chamado de p;; = (v;, Vit1,...,V;) é um caminho minimo de v; a v;.

. pu  Pij  Pjk .
Prova: Se o caminho p for decomposto em v; ~ v; ~3 vj 5 Vg, tém-se w(p) = w(poj)+

. . , ,
w(pij) + w(pjr). Suponha que exista um caminho Pij de v; a v; com peso w(pij) <
!
~ pi  Pij Pk . .
w(p;j). Entdo, vy ~ v; ~ v;j ~ v éum caminho de v; a v cujo o peso w(p) = w(po;)+

w(p;.j) + w(pjx) € menor do que w(p), o que contradiz a hipétese de que p seja um

caminho minimo de v; a v;.. &

5.1.2 Propriedade de desigualdade triangular

Lema 5.1.2. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado e s € V um vértice de origem, entdo

para todas as arcos/arestas (u, v) € E tém-se
5(s,v) <6(s,u) + w((w, v). (5.2)

Prova: Suponha que p seja um caminho entre s e v. Entdo, p ndo tem peso maior do
que qualquer outro caminho de s a v. Especificamente, p ndo possui peso maior que o

caminho de s até o vértice u que utiliza a aresta/arco (u, v) para atingir o destino v. B
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5.1.3 Propriedade de limite superior

Lema5.1.3. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo com a fungdo de peso
w: E—R. Seja s € V o vértice de origem, considera-se também o grafo G inicializado
(Algoritmo 10). Entédo, D, = 6(s,v) para todo v € V, e esse invariante é mantido para
qualquer sequéncia de etapas de relaxamentos em G (Algoritmo 11). Além disso, tdo logo

D, alcance seu limite inferior 6 (s, v), nunca mais se altera.

Prova: Prova-se que o invariante D, = §(s, v) para todo o vértice v € V por inducao em

relacdo ao ntimero de etapas de relaxamento.

Para a base da inducdo, D, = (s, v) é verdadeiro ap6s a inicializacao (Algoritmo 10),
pois esse procedimento define que D, = co para todo v € V\{s}, ou seja, D, = (s, v)
mesmo que v seja inatingivel em um caminho minimo a partir de s. Nesse momento

D;=0=6(s,s).

Para o passo da indugdo, considere o relaxamento de uma aresta/arco (u, v). Pela
hipétese de inducdo, D, = 6 (s, x) para todo o x € V antes do relaxamento. O tinico valor

de D que pode mudar é D,. Se ele mudar, tém-se

D, =Dy +w((u,v)
> §(s, u) + w((u, v)) (pela hipétese da indugédo)
(5.3)

> § (s, v) (pela desigualdade triangular,

Lema5.1.2)

e, portanto o invariante € mantido.
Para demonstrar que D, nao se altera depois que D, = (s, v), por ter alcacado seu
limite inferior, D, ndo pode diminuir porque D, = § (s, v) e ndo pode aumentar porque

o relaxamento nio aumenta valores de D.
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5.1.4 Propriedade de inexisténcia de caminho

Coroldrio 5.1.4. Supoe-se que, em um grafo G = (V, E, w) ponderado dirigido ou ndo,
nenhum caminho conecte o vértice de origem s € V. a um vértice v € V. Entdo, depois
que o grafo G é inicializado (Algoritmo 10), temos D, = 6 (s, v) = co e essa desigualdade
é mantida como um invariante para qualquer sequéncia de etapas de relaxamento

(Algoritmo 11) nas arestas de G;

Prova: Pela propriedade de limite superior (Lema 5.1.3), tém-se sempre co = (s, V) <

D,, portanto D, =co=0(s,v).

Propriedade de limite superior de relaxamento de aresta

Lema5.1.5. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo com a fung¢do de peso
w: E — R. Seja (u, v) € E uma arestalarco. Depois de relaxamento de caminho (Algoritmo

11) sobre (u, v), pode-se afirmar que D, < D, + w((u, v)).
Prova: H4 duas possibilidades. Se antes de relaxar a aresta (u, v):
* D, > Dy, +w((u,v)): entdo D, passaa ser D, = Dy, + w((u,v));

* D, <Dy, + w((u,v)): entdo ndo ha alteragdo em D, e D,,.

5.1.5 Propriedade de convergéncia

Lema 5.1.6. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo, s € V um vértice de
origeme s ~ u — v um caminho minimo de s a v em G. Suponha que G seja iniciali-
zado (Algoritmo 10) e depois uma sequéncia de etapas de relaxamento (Algoritmo 11) é
executado para todas as arestas/arcos de G. Se D,, = 6 (s, u) em qualquer tempo anterior

da chamada, entédo D, = 6 (s, u) igual em toda a chamada.
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Prova: Pela propriedade do limite superior (Lema 5.1.3), se D, = 6(s, u) em algum
momento antes do relaxamento da aresta/arco (u, v), entdo essa igualdade se mantém
véalida a partir de sua definicao. Em particular, ap6s o relaxamento (Algoritmo 11) da

aresta/arco (u, v), tém-se:

D, <Dy, + w((u, ) pelo Lema 5.1.5)
=6(s,u) + w((w,v) (5.4)

=0(s,v) pelo Lema5.1.1.)

Pela propriedade do limite superior (Lema 5.1.3) D, = (s, v), da qual concluimos

que D, =6(s,v), e essa igualdade é mantida dai em diante. H

5.1.6 Propriedade de relaxamento de caminho

Lema5.1.7. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou nédo e s € V um vértice
de origem. Considere qualquer caminho minimo p = (vy, Va,... Vx) des= vy a vi. Se G é
inicializado (Algoritmo 10) e depois ocorre uma sequéncia de etapas de relaxamento (Al-
goritmo 11) que inclui, pela ordem, relaxar as arestas/arcos (vy, v2), (V2, V3),...(Vk-1, Vk),
entdo Dy = 6 (s, vi) depois desses relaxamentos e todas as vezes dai em diante. Essa

propriedade se mantém vdlida, ndo importa quais outros relaxamentos forem realizados.

Prova: Esta prova € realizada por indugdo, na qual tétm-se D,, = 6(s, v;) depois que o
i-ésimo aresta/arco do caminho p é relaxado.

Para a base, i = 1 antes que quaisquer arestas/arcos em p sejam relaxados. Tém-se
D,, = Ds =0 = 6(s, s) pela inicializagdo. Pela propriedade do limite superior (Lema
5.1.3) o valor D nunca se altera depois da inicializagao.

Pelo passo da inducao, supde-se que v;_; = (s, v;—1) e examina-se 0 que acontece
quando se relaxa a aresta (v;_1, v;). Pela propriedade de convergéncia (Lema 5.1.6),
apos o relaxamento dessa aresta, tém-se D, = §(s, v;) e essa igualdade é mantida todas

as vezes depois disso. Bl
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5.1.7 Propriedade de relaxamento e arvores de caminho minimo

Lema5.1.8. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo e sinV um vértice de
origem, suponha que G ndo possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por
s. Entdo, depois que o grafo G é inicializado (Algoritmo 10), o subgrafo dos predecessores
G = (Vi, Ep) forma uma drvore enraizada em s, e qualquer sequéncia de etapas de

relaxamento em arestas em G (Algoritmo 11) mantém essa propriedade invariante.

Prova: Inicialmentem o tinico vértice em G, é o vértice s, e o lema é trivialmente verdade.
Considere um subgrafo dos predecessores G, que surja depois de uma sequéncia de
etapas de relavamento.

Primeiro, prova-se que o subgrafo € aciclico. Suponha por contradi¢dao que alguma
etapa de relaxamento cria um ciclo no grafo G;. Seja ¢ = (vy, vy,..., Vx) o ciclo onde
v1 = vk. Entdo, Ay, = v;_; parai=1,2,...,k e, sem prejuizo de generalidade, pode-se
supor que o relaxamento de arestas (vy—1, Vx) criou o ciclo em G;. Afirma-se que todos
os vértices do ciclo ¢ podem ser atingidos por s, pois cada um tem um predecessor ndo
nulo (null). Portanto, uma estimativa de caminho minimo fora atribuida a cada vértice
em ¢ quando um valor atribuidoo a A, nao foi igual a null. Pela propriedade do limite
superior (Lema 5.1.3), cada vértice no ciclo ¢ tem um peso de caminho minimo infinito,
o que implica que ele pode ser atingido por s.

Examina-se as estimativas de caminhos minimos em c imediatamente antes de cha-
mar o procedimento de relaxamento (Algoritmo 11) passando os parametros G, (Vx_1, Vi), A, D
e mostra-se que ¢ é um ciclo de peso negativo, contradizendo a hip6tese que G nao
possui um ciclo negativo que possa ser atingido por s. Imediatamente antes da cha-
mada, tétmOse A,, = v;_; parai=2,3,...,k—1. Assim, para i =2,3,...,k—1, adltima
atualizacdo para D,, foi realizada pela atribui¢do D,, — D,, , + w((vi_l, l/l')). Se Dy, ,
mudou desde entao, ela diminuiu. Por essa razdo, imediatamente antes da chamada de

relaxamento, tém-se

Dy, 2Dy, +w((vi—1,v))Vie2,3,...,k—1} (5.5)
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Como Ay € alterado pela chamada, imediatamente antes tém-se também a desi-
gualdade estrita

Dy, > Dy, + w((ve-1, vi)). (5.6)

Somando essa desigualdade estrita com as k — 1 desigualdades (Equacao (5.5)),

obtém-se a soma das estimativas dos caminhos minimos em torno do ciclo c:

k k k k
> Dy > (DyH +w((wi-1, Ui))) =Y Dy + Y w(wi1,vp). (5.7)
i=2 i=2 i=2 i=2
Mas,
k k
> Dy,=) Dy, (5.8)
i=2 i=2

ja que cada vértice no ciclo ¢ aparece exatamente uma vez em cada somatoério. Esa
desigualdade implica

k
0> w((wi-1,vy). (5.9)
i=2

Assim a soma dos pesos no ciclo ¢ é negativa, o que d4 acontradi¢do desejada.

Agora, provamos que G é aciclico. Para mostrar que ele forma uma drvore enraizada
em s, basta provar que hd um tinico caminho simples de s a v em G, paracada v € V.

Primeiro, deve-se mostrar que existe um caminho de s a cada vértice em v € V;. Os
vértices em V;; sdo os que tém os valores A ndo null, e o vértice s. Aqui a ideia é provar a
inducao que existe em um caminho de s para todos os vértices em V.

Para concluir a prova do lema, deve-se mostrar agora que, para qualquer vértice v €
Vz , o grafo G; contém no méximo um caminho simples de s a v. Suponha o contrério:
que existam dois caminhos simples de s a algum outro vértice p; (s~ u~+ x — z~> v,
e pa{s~u~>y—z~>vondex#y. Masentdo A, = x e A, = y o que implica uma
contradic¢do, pois x = y. Conclui-se que G; contém um caminho simples tnico de s a v

e G, forma uma arvore enraizada em s.

5.1.8 Propriedade de subgrafo dos predecessores

Lema 5.1.9. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado orientado ou ndo e um vértice de

origem s € V. Suponha que G ndo possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido
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por s. Chama-se de inicializacdo o procedimento do inicializado Algoritmo 10 e depois
executar qualquer sequéncia de etapas de relaxamento de arestas de G (Algoritmo 11) que
produza D, = §(s,v) para todo v € V. Entdo, o subgrafo predecessor G (Vy, E;) é uma

drvore de caminhos minimos com uma raiz em s.

Prova: Para ilustrar a primeira propriedade, deve-se mostrar V;; é o conjunto de vértices
atingidos por s. Por defini¢do, um peso de caminho minimo 4 (s, v) é finito sse v pode ser
alcancado por s. Isso implica que os vértices atingidos por s possuem peso de caminho
finito. Porém, um vértice v € V' \{s} recebeu um valor finito para D, sse A, #null. Assim,

os vértices em V}; sdo exatamente aqueles que podem ser alcancados por s.

O Lema 5.1.8 define que ap6s a inicializacao, G, possui raiz em s e assim permanece

mesmo depois de sucessivas etapas de relaxamento.

Agora, prova-se que para todo vértice em v € V, o Gnico caminho simples em
G, de s a v é o caminho minimo de s a v em G. Seja p = (v1,v,...V;), onde v; = §
e vy =v.Parai=2,3,...,k temos D, = §(s,v;) e também D, = D, | + w((vi-1,vs)),
do que concluimos w((v;-1,v;)) <6(s, v;) — (s, vi—1). A soma dos pesos ao longo de p

produz

>

w(p) =) w((wi-1,v1)

i=2

k
1 6 y UVi—
; (5 Vi) =08, Vi) (5.10)

=06(s, vx) = 6(s, vo)

=0(s,vx)

Assim w(p) < 6(s, vi). Visto que 6 (s, vx) é um limite inferior para o peso de qualquer
caminho de s a v, conclui-se que w(p) = 6 (s, v). Deste modo, p é um caminho minimo
desav=uvy.
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5.2 Bellman-Ford

O algoritmo de Bellman-Ford resolve o problema de caminhos minimos de uma tnica
fonte. Um pseudo-cddigo esté representado no Algoritmo 12. Como entrada para o
algoritmo deve-se determinar um grafo ponderado orientado ou nao G = (V, E, w),
onde V é o conjunto de vértices, E o conjunto de arestas/arcos e w : E — R, e um vértice
de origem s € V. O algoritmo devolve um valor booleano false quando for encontrado
um ciclo de peso negativo em G. Caso contrario, retorna true, o antecessor de cada

vértice v no caminho minimo em A, e a peso 6(s,v) em D,,.

O algoritmo vai progressivamente diminuindo a estimativa de peso do caminho de

sav eV até que se obtenha o caminho minimo e D, =4(s, v) paratodo ve V.

Algoritmo 12: Algoritmo de Bellman-Ford.
Input :um grafo G = (V,E, w), um vértice de origem s € V

// inicializacgao
1 D,—oc0oVveV
2 Ay —nullVveV
3 Dy —0

fori—1to|V|-1do

IS

5 foreach (i, v) € E do

// relaxamento

6 if D, > Dy + w((u, v)) then
7 Dy — Dy +w((u,v))
8 Ay —u

9 foreach (¢, v) € Edo

10 if D, > Dy + w((u, v)) then

11 L return (false,null,null)

12 return (true, D, A)
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5.2.1 Complexidade de Bellman-Ford

Quanto a complexidade computacional em tempo computacional de Bellman-Ford,
observando as primeiras instru¢oes, tém-se a inicializacao que demanda ©(|V|) pois
as estruturas sao inicializadas para cada vértice. A partir do primeiro conjunto de
lacos de repeticao, ha o lago mais externo que repete |V| — 1 vezes. Para cada repeti¢cao
desse laco, passa-se por cada aresta em E, logo esse primeiro conjunto de lagos dita
(V|- 1)|E| execucdes da comparac¢ao na linha 6. O ultimo lago de repeticdo, faz ao
maximo |E| verificacdes da comparacao na linha 10. Entdo, o algoritmo de Bellman-

Ford é executado no tempo computacional de O(|V||E]).

5.2.2 Corretude de Bellman-Ford

Lemab5.2.1. SejaG = (V, E, w) um grafo ponderado e um vértice de origem s € V, suponha
que G ndo possua nenhum ciclo de peso negativo que possa ser alcangado por s. Entdo,
depois de executar as |V| — 1 iteragbes nas linhas 4 a 8 com o algoritmo de Bellman-Ford

(Algoritmo 12), tém-se D, = (s, v) paratodove V.

Prova: Prova-se o esse lema através da propriedade de relaxamento de caminho (Lema
5.1.7). Considera-se que qualquer vértice v possa ser atingido por seseja p = (vy, Uz, ..., Uk)
um caminho minimo de s a v, no qual v; = s e vy = v. Como caminhos minimos sdo
simples, p tem no maximo |V| -1 arestas/arcos, sendo k < |V|—1. Cadaumadas |V|-1
iteracoes do laco da linha 4 relaxa todas as |E| arestas/arcos. Entre as arestas relaxa-
das na i-ésima iteracao, para i = 1,2,...k, estd (v;_1, v;). Entdo, pela propriedade de

relaxamento de caminho D, = D,, =6(s,vx) =6(s,v). &

Corolério 5.2.2. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo e s €V o vértice
de origem, supoe-se que G ndo tenha nenhum ciclo negativo que possa ser atingido
por s. Entdo, para cada vértice v € V, existe um caminho de s a v sse o algoritmo de

Bellman-Ford termina com D, < oo quando é executado paraG e s.
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Prova: Se v € V pode ser atingido por s, entdo existe uma aresta/arco (u, v). Entao,

0(s, v) < oo através da propriedade de convergéncia (Lema 5.1.6). B

Teorema 5.2.3. Considera-se o algoritmo de Bellman-Ford (Algoritmo 12) executado
para um grafo G = (V, E, w) e o vértice de origem s € V. Se G ndo contém nenhum ciclo de
custo negativo, que pode ser alcangado de s, entdo o algoritmo retorna true, D, = 6 (s, V)
para todo v € V e o subgrafo predecessor G, é uma drvore de caminhos minimos com
raiz em s. Se G contém um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por s, entdo o

algoritmo retorna false.

Prova: Suponha que o grafo G ndo tenha um ciclo de peso negativo atingivel por s.
Primeiro, prova-se que D, = d(s, v) para todo v € V. Se o vértice v pode ser atingido
por s, entdo o Lema 5.2.1 prova essa afirmacdo. Se v ndo pode ser atingido por s, a
prova decorre da propriedade da inexisténcia de caminho (Corolério 5.1.4). Portanto,
a afirmacao esta provada. A propriedade de subgrafo dos predecessores (Lema 5.1.9)
juntamente com essa ultima afirmacdo implica que G, é uma arvore de caminhos
minimos. Agora, usa-se a afirmacdo para mostrar que Bellman-Ford retorna true. No

término, tém-se para todas as arestas/arcos (i, v) € E,

D,=6(s,v)
<6(s,w) + w((u,v)) (pela desigualdade triangular — Lema 5.1.2) (5.11)

=D, +w((u,v),

e, assim, nenhum dos testes na linha 10 serao verdadeiros e Bellamn-Ford retorna false.

Entao, ele retorna true.

Agora, suponha que o grafo G contenha o ciclo de peso negativo que possa ser

atingido por s. Seja esse ciclo ¢ = (vy, vy,..., Vk), onde v, = vk. Entdo,

w((vi-1,vi)) <0 (5.12)
2

k
i=
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Considere, por contradicao, que o algoritmo de Bellman-Ford retorna true. Assim,

Dy»

1

<D, ,+ w((vi_l, vl-)) parai=2,3,...,k. Somando as desigualdades em torno do

ciclo ¢ tém-se

k k
ZDyiSZDyi_l‘l‘W((Ui_l,U) ZDV, 1+Z (Vl l)vl (513)

i=2 i=2
Como vy = vy, cada vértice em ¢ aparece exatamente apenas uma vez em cada um
dos somatorios, portanto

k

2. Dy

i=2

k
Z Vi (5.14)

Além disso, pelo Corolério 5.2.2, D,, € finito para i =2,3,..., k. Assim,

k
Z ((vi-1,v)) (5.15)

0 que contradiz a desigualdade da Equacao (5.12). Conclui-se que o algoritmo de
Bellman-Ford retorna true se o grafo G ndo contém nenhum ciclo negativo que possa
ser alcancado a partir da fonte e false caso contrério.

5.3 Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de encontrar um problema de caminho
minimos de fonte tinica em um grafo G = (V, E, w) ponderados dirigidos ou ndo. Para
esse algoritmo, as arestas/arcos ndao devem ter pesos negativos. Entdo, a funcao de
pesos é redefinida como w : E — R}. A vantagem estd em o algoritmo de Dijkstra ser
mais eficiente que o do Bellman-Ford se for utilizada uma estrutura de dados adequada.

O algoritmo repetidamente seleciona o vértice de menor custo estimado até entdo.
Quando esse vértice é selecionado, ele ndo é mais atualizado e sua distancia é propagada
para suas adjacéncias. A estrutura de dados C € utilizada no pseudo-c6digo abaixo para

definir se um vértice foi visitado (contém true) ou nio (contém false).
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Algoritmo 13: Algoritmo de Dijkstra.

Input :um grafo G= (V,E,w: E — R}), um vértice de origem s€ V
1 D,—oc0VveV
2 Ay —nullVveV
3 C,—falseVveV
4 D;—0
5 while 3v € V(C, = false) do
6 u — argmin,cy{D,|C, =false}
7 C, < true

8 foreach v € N(u) : C, =falsedo

9 if D, > Dy, + w((u, v)) then
10 Dy — Dy +w((u,v)
11 Ay —u

12 return (D, A)

5.3.1 Complexidade de Dijkstra

Se o algoritmo de Dijkstra manter uma fila de prioridades minimas para mapear a
distancia estimada no lugar de D, o algoritmo torna-se mais eficiente que o Bellman-
Ford. Seria utilizada uma operacao do tipo “EXTRACT-MIN” no lugar da que estd na
linha 6, para encontrar o vértice com a menor distancia. Ao extrai-lo da estrutura de
prioridade, ndo mais seria necessdrio. Poderia-se gravar sua distancia minima em uma
estrutura auxiliar e ndao mais utilizar a estrutura de visitas C. Ao atualizar as distancias,
poderia-se utilizar a operacao de “DECREASE-KEY” da fila de prioridades no lugar da
operacdo da linha 10.

Para essa fila de prioridades, poderia se utilizar um Heap, como o Heap Binério,
no qual a implementacao das operacoes supracitadas tem complexidade de tempo
computacional O(log, n) para o “DECREASE-KEY” e O(log, n) para o “EXTRACT-MIN".
Para essa aplicacdo, n = |V|. Utilizando essa estrutura de dados, sabe-se que no méximo

executa-se O(|E|) operacoes de “DECREASE-KEY” e O(|V]) operacoes de “EXTRACT-
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MIN”. Entdo a complexidade computacional seria O((IVI +|E|)log, IVI). Com Heap
Fibonacci, consegue-se um tempo ainda melhor para a operacao de “DECREASE-KEY”

(em tempo amortizado).

5.3.2 Corretude do Algoritmo de Dijkstra

Teorema 5.3.1. Dado um grafo G = (V,E,w : E — R}) e um vértice de origem s€ V, o

algoritmo de Dijkstra termina com D, = 6(s,v) paratodove V.

Prova: Usa-se a seguinte invariante de laco: no inicio de cada iteracdo do laco das
linhas5-11, D, = 6(s, v) para todo v o qual C, =true. Para demonstrar isso, diz-se que
D, =6(s,v) no momento em que v é marcado como visitado, ou seja, na linha 7. Uma
vez demonstrado isso, recorre-se a propriedade do limite superior (Lema 5.1.3) para
demonstrar que a igualdade é valida em todos os momentos a partir desse.

Inicializacdo: Inicialmente, C,, =false para todos u € V. Entdo, a invariante € trivial-

mente verdadeiro.
Manutencao:

Por contradicao, seja u o primeiro vértice para o qual D,, # 6 (s, u) quando C,, torna-
se true. O vértice u nao pode ser s, pois Ds = (s, v) = 0 nesse momento. Como u # s,
deve existir algum caminho de s a u, sendo D, = §(s,u) = oo pela propriedade de
inexisténcia de caminho (Lema 5.1.4), o que contradiz D, # 6 (s, u).

Assume-se entdo que haja um minimo caminho p de s a u. Antes de C,, se tornar
true, o caminho p conecta um vértice v o qual C, =true a u. Decompoe-se o caminho
pems 2x— y 5 u, no qual Cy =true e C), =false. Afirma-se que Dy, = 6(s,y) no
momento que C, se torna true. Para provar essa afirmacao, observa-se que C, =true.
Entao, u foi escolhido como primeiro vértice para o qual D, # d(s, u) quando C, se
torna true, tinha-se D, = 6(s,x) quando Cy se tornou true. A aresta/arco (x, y) foi

relaxada naquele momento, e a afirmacdo decorre da propriedade de convergéncia

(Lema 5.1.6). Agora, pode-se obter uma contradi¢do para provar que D, = (s, u). Como
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y aparece antes de # em um caminho minimo de s a u e todos os pesos das arestas/arcos

sdo ndo-negativos, temos 6 (s, ) < 6(s, u) e assim,

Dy, =6(s,y)
<0(s,u) (5.16)

< D, ( pela propriedade do limite superior - Lema 5.1.3).

Porém, como C, =false e C, =false quando u foi escolhido na linha 6, tem-se
D, < Dy. Assim, as duas desigualdades da Equacdo (5.16) s@o de fato igualdades, o que
da

Dy =6(s,y)=6(s,u) = Dy. (5.17)

Consequentemente, D, = §(s, u), o que contradiz a escolha de u. Conclui-se que
D, =6(s,u) quando C,, se torna true e que essa igualdade é mantida até o término do
algoritmo.
Término:

No término, quanto para C, =true paratodo ve V, D, =d(s,v) paratodove V.l

Corolario 5.3.2. Ao executar algoritmo de Dijkstra (Algoritmo 13) sobre o grafo G =
(V,E, w) ponderado orientado ou ndo, sem ciclos de peso negativo, para o vértice de
origem s € V, o subgrafo dos predecessores G serd uma drvore de caminhos minimos em

S.

Prova: Imediata pelo Teorema 5.3.1 e a propriedade do subgrafo dos predecessores

(Lema5.1.9). 1

5.4 Floyd-Warshall

O algoritmo de Floyd-Warshall (Algoritmo 14) encontra o caminho minimo para um

grafo G(V, E, w) ponderado dirigido ou ndo para todos os pares de vértices. O algoritmo
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suporta arestas/arcos de pesos negativos, mas ndo opera em grafos com ciclos de peso

negativo.

A funcdo W (Equation (5.18)) define uma matriz de adjacéncias' para o algoritmo

de Floyd-Warshall.

0, seu=1,
W(G(V,E, w))uy =y w((w,v), seu#vA(uv)eE, (5.18)
00, seuzZvAa(u,v)¢E.

O algoritmo define um niumero de matrizes igual a |V|. Inicialmente, a matriz DO ¢
definida como a matriz de adjacéncia de G (linha 1). Depois repete-se o procedimento
de criar uma nova matriz e atualizar as distancias de cada celula da nova matriz por | V|

vezes (linhas 2 a 6).

Algoritmo 14: Algoritmo de Floyd-Warshall.
Input :um grafo G=(V,E, w)

-

DO — w(q)

// Assumindo que os vértices estdo rotulados de 1,2,...,|V]|

N

foreach k€ {1,2,...,|V|} do
3 seja D) = (dl(fv)) uma nova matriz | V| x | V|
4 foreach ue Vdo

5 foreach v € V do

6 L d,(ﬁ,) — min{d,&li,_l),d;’z_l) + d,(clf]_l)}

7 return DUV

5.4.1 Complexidade de Floyd-Warshall

O algoritmo Floyd-Warshall (Algoritmo 14) demanda |V|? operagdes para executar a

linha 1. Como hé o aninhamento de trés lacos limitados a | V| iteragGes na sequén-

1" Para grafos nao-dirigidos, deve-se preencher a matriz resultante de W(G) nas coordenadas (u, v) e

(v, u)
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cia, a operacdo na linha 6 serd executada |V |® vezes. Logo, a complexidade de tempo

computacional de Floyd-Warshall é de O(| V3.

Para este algoritmo, é interessante notar que foram utilizadas |V | matrizes de | V|
linhas e |V colunas. Logo a complexidade de espaco para uma implementacdo que
utilize o pseudo-cédigo do Algoritmo 14 utilizaria espaco computacional de O(|V[3).

No entanto, é possivel reduzir essa complexidade de espaco computacional em O(|V|?).

Crie um pseudo-cddigo para o Algoritmo 14 que demande complexidade de espaco

computacional O(] V3.

5.4.2 Corretude de Floyd-Warshall

Prove que quando o Floyd-Warshall para sobre uma entrada G = (V, E, w) ele retornara

as distancias de caminhos minimos para todo o par de vértice em V.

5.4.3 Construcdo de Caminhos Minimos para Floyd-Warshall

O Algoritmo 15 além do peso dos caminhos minimos em D, retorna a matriz dos

predecessores I1, ou seja, uma matriz que indica o vértice anterior no caminho de cada

coordenada u, v.
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Algoritmo 15: Algoritmo de Floyd-Warshall com Matriz dos Predecessores.

Input :um grafo G=(V,E, w)
1 DO — w(g)
// Matriz dos predecessores

no — (n(uo,),) uma nova matriz | V| x | V|

N

3 foreach u €V do

4 foreach ve V do

5 if (¢, v) € E then
‘ -

7 else

8 L ng?l), — null

9 foreach k€ V do

10 seja D) = (dl(f,,)) uma nova matriz | V| x | V|
11 seja I = (7'%)) uma nova matriz | V| x |V|
12 foreach u e V do
13 foreach v € V do
// atualizando matriz dos predecessores
14 ifdly, " >d% P +d"V then
5 nglkl} - ngckv—l)
16 else
17 n% - n(fy‘”
18 d,(f,,) — min{d,%_l), dl(jjc_l) + d,(c’;_l)}

19 return (D“V”,H('V”)

A impressdo de cada caminho pode ser realizada através do Algoritmo 16, que

recebe como entrada a matriz de predecessores gerada pelo Algoritmo 15, um vértice de

origem u e um de destino v. Ao terminar, o algoritmo tera impresso na tela o caminho

minimo de u a v.
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Algoritmo 16: Print-Shortest-Path.
Input :a matriz dos predecessores I, um vértice de origem u, um vértice de destino v

1 if u = v then

2 print(u)

3 else

4 if 7,,, = null then

5 print(“Caminho inexistente de u para v”)
6 else

7 Print-Shortest-Path(Il,u,m,,)

8 print(v)

5.5 Duvidas Frequentes ou Importantes

1) Qual a dificuldade de se obter algoritmos de tempo polinomial para resolver pro-
blemas caminhos de custo maximo?

Resposta: Considere um problema de encontrar caminhos simples do vértice s (origem)
a t (destino) cujo a soma dos pesos em suas arestas ou arcos seja 0 maximo possivel.
O problema em questdo aparece na literatura geralmente com o nome Longest Path
Problem ou Longest Weighted Path Problem. Para ajudar a entender que ha uma dificul-
dade em se encontrar algoritmos polinomiais para tal problema, utilizaremos de uma
estratégia muito comum na literatura: vamos relaciond-lo com uma reducdo polinomial
a outro problema, considerado NP-Dificil na literatura, o Problema do Caixeiro Viajante
(PCV). Desse modo, a ideia € demonstrar uma maneira de resolver o PCV através de
um algoritmo para o problema de caminho de custo méximo, utilizando adaptacao de
tempo polinomial na entrada e saida do algoritmo. Desse modo, se existir um algoritmo
de tempo polinomial para o problema de caminho de custo méximo, ele resolveria o
PCV em tempo polinomial, entdao P = NP.

Considere o grafo nao-dirigido e completo G = (V, E, w) dado como entrada para o PCV.

Na adaptacao polinomial da entrada, iremos construir o grafo completo G' = (V', E', w').
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Para isso, imagine um namero K suficientemente grande. Considerando V ={1,2,...n},
V' = (V—{n})u{s, 1}. Considere também que E' = {{u, v} € E: n ¢ {u, v}} U{{s,x} : {n,x} €
E}u{{x, 1} : {x,n} € E}, w'({u, v}) = K— w({u, v}) para todo u,v eV —{n}, w'({s,x}) =
K —w({n,x}) paratodo x€ V —{n} e w' ({x, t}) = K — w({x, n}) para todo x € V — {n}. Ao
submeter a entrada (G, s, t) ao algoritmo de caminho de custo maximo, ele encontra o
caminho p = (s, v1, v2,..., t). O caminho p poderia ser convertido, em tempo polinomial,
no ciclo ¢ = (n, vy, v,,...,n), que corresponde a resposta esperada para o problema PCV,
considerando grafo de entrada G. A resposta foi obtida depois de consulta ao material

em Lawler (1976a).






CAPITULO

Problemas de Travessia

Em problemas de travessia, os estados possiveis podem ser representados como vértices
de um grafo e as transicoes de um estado para outro podem ser representados como
arestas ou arcos. Cada estado pode ser considerado como uma solucao candidata a
solucdo esperada. Nesses problemas, espera-se que haja um estado inicial (situacao
inicial) que possa atingir um estado final através de um caminho em sucessivos estados
adjacentes. Depois do grafo representar o problema, seus estados e transicdes, uma das
buscas estudadas aqui podem ser utilizadas para localizar um estado final.

Além da busca em largura e profundidade, ha outros algoritmos que podem ser
utilizados para realizar uma “travessia”. Se ha uma funcao que avalia quais vértices
adjacentes aos ja visitados sao melhores, héd a Best First Search ou Busca do Melhor
Primeiro. Uma outra busca muito conhecida em problemas de localizacdo de caminhos
(pathfinding) é o A*, que utiliza duas funcoes (objetivo e heuristica) para determinar
de qual vértice a busca deve continuar. Ha vérias buscas utilizadas para travessia que
foram reportadas na literatura.

E importante ressaltar que muitos dos problemas de travessia podem ter uma quan-
tidade exponencial de estados em relacdo ao nimero de entidades que representem o
tamanho. Nesse caso, se ndo houver uma estratégia mais eficiente de busca, as buscas

em largura e profundidade podem demandar tempo exponencial deterministico, ou
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seja, a execucdo pode demandar tempo mais elevado do que se pode aguardar para a

resposta, mesmo em entradas de tamanho pequeno.

Em muitos casos, ndo é necessdrio produzir um grafo. Nesse contexto, a travessia
ocorre em um grafo conceitual, onde os vértices visitados sdao construidos durante a

busca.
Alguns dos problemas aqui citados foram obtidos a partir de Mariani (2019).

Problemas de menor caminho sdo um tipo bem especifico de problemas de traves-

sia.

6.1 Problema dos Canibais e Missionarios

O problema dos canibais e missiondrios assume que trés canibais e trés missiondrios
devem cruzar um rio, mas para isso possuem apenas um barco. Cada canibal e cada
missiondrio sabe conduzir o barco. O barco suporta apenas dois individuos. Ao lado de
cada margem, ndo poderd permanecer um nimero maior de canibais do que de missio-
ndrios, pois ha uma alta probabilidade de que os canibais devorem o(s) missionario(s)

(MARIANI, 2019).

Existem vdrias formas de representar este problema. No contexto de problemas de
travessia, deve-se pensar sobre a representacdo de cada estado, de modo que parte-se
de um estado com todos os individuos de um lado do rio e deseja-se passa-los para
outro lado. A representacao de um estado que é utilizada nessa explicacdo é de uma
dupla («, ), na qual «, § € {1,2, 3} e representam o nimero de canibais e missiondrios
respectivamente que permanecem no lado indesejado do rio. Enumerando todos os

estados teria-se
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{0,0,(0,1),(0,2),(0,3),

(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),
(6.1)

2,0),2,1),(2,2),(2,3),

(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)}.

Sao ao todo 16 estados. O estado (3,3) representa que trés canibais e trés missiondrios
estdo do lado indesejado do rio, ou seja, representa o estado inicial. O estado (0,0)
representa o estado final (MARIANI, 2019).

Em nenhum momento, pode haver mais canibais que missionérios em qualquer
uma das margens do rio. Entao, o subconjunto de estados {(2,1), (3,2), (3,1)} ndo podem
ser admitidos, pois haveria um ntimero maior de canibais que o nimero de missiona-
rios na margem indesejada. H4 outros estados inadmissiveis que devem considerar o
numero maior de canibais na outra margem. Desse modo, considerando os demais
estados inadmissiveis {(2,1), (3,2), (3,1), (1,2), (0,2), (0,1)}. Todos os demais estados se-
riam os vértices do grafo que representard o problema. Entao, o conjunto de vértices
VvV =1{(0,0),(0,3),(1,0),(1,1),(1,3),(2,0),(2,2),(2,3),(3,0),(3,3)}.

O conjunto de arcos do grafo representaria entdo a transicao possivel entre os
estados. Considera-se entdao um arco (vy, v»), no qual v; seria o estado de origem e v
seria o estado de destino. Considere também que v; = (a1, 1) e v = (az, B2). Para isso,

deve-se considerar trés regras bdsicas do problema:

* a» < a;: o namero de canibais que voltam é menor ou igual aos que foram

enviados da margem indesejada;

* (2 < f31: 0 nimero de missionarios que voltam é menor ou igual aos que foram

enviados da margem indesejada;

* 1< (a;+pf1)—(az+ B2) < 2: pode-se enviar no maximo dois individuos de um

barco para outro.
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Com essas regras, o percurso a ser descoberto deve considerar. Sejai =1,2,3... a ordem
do passo para encontrar um caminho a partir do estado inicial, nos passos impares
deve-se seguir o arco em sua orienta¢do original. Em passos pares, deve-se seguir um

arco em sua direcao inversa (caminho de volta a margem indesejada).

6.1.1 Construcao e Busca

Pode-se realizar a constru¢do do grafo enquanto a busca ocorre. Para isso, considere
a formacao de um grafo G = (V, A). (a, §,0) € V,no qual o € {d, e} € a margem do rio (e

para esquerda e d para direita). Considera-se as seguintes possibilidades de transic¢ao:

1 canibal;

¢ 1 missionario;

2 canibais;

e 2 missionarios;

1 canibal e 1 missionario.

O conjunto de arcos A = {(v1, 12) : v1 = (a1, B1,01), V2 = (@2, B2, 02), 01 # 02}. O algoritmo

de busca deve respeitar as restricoes do problema original.

Defina um algoritmo de busca para encontrar um caminho entre os vértices (3,3, ¢e) e

(3,3,d).

6.2 Problemas dos Potes de Vinho

Considere que temos trés potes com capacidades de 8, 5 e 3 litros, respectivamente,
0s quais ndo possuem qualquer marcacdo. O maior deles esta completamente cheio
enquanto que os outros dois estdo vazios. Estamos interessados em dividir o vinho
em duas por¢oes iguais de 4 litros, tarefa esta que pode ser realizada por transvasos
sucessivos de um vaso no outro. Qual o menor nimero de transvasos necessarios para

completar a divisdo (NETTO, 2006; MARIANI, 2019)?
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6.3 Problema da Fuga dos Ladrdes

Uma quadrilha de 3 ladrdes assalta um banco e foge com uma mala de dinheiro para
um aeroporto onde um avido pronto para decolar esté a espera. O esconderijo é seguro,
mas a fuga € dificil porque o avido s6 comporta 170 kg. S6 um dos ladroes sabe pilotar
e ele pesa 60 kg. O segundo, que é o guarda-costas do chefe, pesa 100 kg e o chefe
pesa 70 kg. O chefe teme que o piloto fuja com o dinheiro (que pesa 40 kg) se tiver
uma oportunidade. O piloto tem a mesma preocupac¢do em relacao ao chefe. Apenas o
guarda-costas merece a confianca de ambos. A quadrilha, no entanto, ja elaborou um

plano de fuga capaz de satisfazer a todos. Qual é esse plano (MARIANI, 2019)?

6.4 Problema dos trés maridos ciumentos

Trés esposas e seus respectivos maridos desejam ir ao centro da cidade em um Corvette,
o qual comporta apenas duas pessoas. Como eles poderiam deslocar-se até o centro
considerando que nenhuma esposa deveria estar com um ou ambos os outros maridos

amenos que seu marido também esteja presente (MARIANI, 2019)?

6.5 Problema de Agrupamento de Individuos

Da Silva Mendes, De Santiago e Lamb (2018) definem um problema de agrupamento de
individuos através de uma representacao em grafo realizando uma travessia através de
um algoritmo semelhante ao A*. No problema, os vértices representam particionamento
disjuntos de um conjunto de individuos. Seja I = {i, i2,...,i,} 0 conjunto de individuos,
e R< I x I o conjunto de relacionamentos entre os individuos, precisa-se saber qual o
vértice que maximiza os relacionamentos entre individuos do mesmo grupo .

O grafo considerado é G = (V, E) no qual:

1 Para aqueles que quiserem mais detalhes sobre esse projeto, basta ler o artigo Da Silva Mendes, De

Santiago e Lamb (2018) ou conversar com o professor, coautor do trabalho
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e 1V é o conjunto de solugdes, na qual cada solugdo v € V é uma particao disjunta

composta por todos os individuos de I;

* E éoconjunto de arestas, na qual cada aresta conecta dois vértices (duas solugoes)
ditos vizinhos. Para o trabalho, foi considerado que dois vértices sdo vizinhos se

apenas hda um individuo em uma posicao distinta.



CAPITULO

Conectividade

7.1 Componentes Fortemente Conexas

Um grafo conexo é aquele no qual h4d um caminho entre todos os pares de vértices. E dita
uma componente fortemente conexa de um grafo dirigido nao-ponderado G = (V, A) é
um conjunto maximo de vértices C < V, tal que para todo o par de vértices u, v em C

tém-se u~>vev~>u.

Um algoritmo para identificar as Componentes Fortemente Conexas é relatado por
Cormen et al. (2012) e apresentado aqui no Algoritmo 17. Nele, utiliza-se duas vezes
a busca em profundidade sugerida também por Cormen et al. (2012) (Algoritmos 18
(DES) e 19 (DFS-Visit)). Primeiramente, faz-se a busca em profundidade para descobrir
os caminhos de todos os vértices para todos os outros. Depois, percorre-se os mesmos
caminhos em um grafo transposto (G'). As drvores representadas como os antecessores

em AT trardo a resposta: cada drvore é uma componente fortemente conexa.
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Algoritmo 17: Algoritmo de Componentes-Fortemente-Conexas

Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, A)
/* Chamar a DFS (do Algoritmo 18) para computar os tempos de término para
cada vértice */

(C, T, A", F) — DFS(G)

/* Criar grafo transposto de G, chamado de GT. */
AT — g

foreach (¢, v) € Ado

L AT<—ATU{(U, u)} /* Inverte-se todos os arcos para GT, */
G — (v,AT)

/* Chamar a DFS (do Algoritmo 18) alterado para que ele execute o lago da
linha 6, selecionando vértices em ordem decrescente de F */

T, 7T, AT FT) — DFS-adaptado(G')

/* dar saida de cada arvore na floresta em profundidade em AT como uma
componente fortemente conexa. */

return A'7
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Algoritmo 18: DFS de Cormen et al. (2012).
Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, E)

// Configurando todos os vértices
1 C, —falseVveV
2 Ty—ocoVveV
3 Fy—ocoVveV
4 Ay —nullVveV
// configurando o tempo de inicio
5 tempo — 0
6 foreach u eV do
7 if C,, = false then
// DFS-Visit é especificado no Algoritmo 19

8 DFS-Visit(G, u, C, T, A, F, tempo)

9 return (C,T, A, F)

Algoritmo 19: DFS-Visit de Cormen et al. (2012).
Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem v € V, e os vetores C, T, Ae F, e uma
variavel tempo € Z}
C, — true
tempo < tempo +1
T, tempo
foreach u € N*(v) do
if C,, = false then

EN - S B S

Ay —v
DFS-Visit(G, u, C, T, A, F, tempo)

=)

tempo — tempo +1
F, — tempo

©

7.1.1 Complexidade do Algoritmo de Componentes Fortemente

Conexas

A complexidade de tempo computacional do Algoritmo 17 é dependente da comple-
xidade de tempo do algoritmo DFS de Cormen et al. (2012) (Algoritmos 18 (DFES) e

19 (DFS-Visit)). Para o algoritmo DFS, as instru¢des das linhas 1 a 4 demandam uma
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quantidade de instrucoes igual a ©(|V]). O lago entre as linhas 6 a 8 é executado por
um numero de iteragdes dependente do niimero de vértices (O(|V])). O procedimento
DFS-Visit é invocado apenas uma vez para cada vértice, gracas ao vetor de visitados
C. Como nesse procedimento as adjacéncias de cada vértice sdo visitadas, ha também
uma dependéncia do nimero de arcos saintes em cada vértice. Logo, a complexidade
computacional do Algoritmo 18, e consequentemente, a do algoritmo de Componentes

Fortemente Conexas, € ©(|V| + | E]).

7.1.2 Corretude do Algoritmo de Componentes Fortemente Cone-

Xas
7.1.2.1 Propriedades de Buscas em Profundidade

Teorema 7.1.1. Em qualquer busca em profundidade em um grafo dirigido ou ndo
G = (V,E), para quaisquer dois vértices u e v, exatamente uma das trés condigoes é

vdlida:

e Os intervalos [Ty, F,] e [Ty, F,] sdo completamente disjuntos, e nem u nem v é

descendente do outro na floresta de profundidade.

¢ Ontervalo [Ty, F,] estd contido inteiramente dentro do intervalo [T, F,] eu é um

descendente de v em uma drvore de profundidade.

e Ointervalo [Ty, F,] estd contido inteiramente dentro do intervalo [T,,F,] ev é um

descendente de u em uma drvore de profundidade.

Prova: A prova comecaréd com o caso de T, < T,. Para isso, consideramos dois subcasos:
T, < F, ounao. O primeiro subcaso ocorre quando T, < F,, portanto v foi descoberto
quando C,, =true, ou seja, v foi descoberto mais recentemente que u, o que implica que
v é descendente de u. Ao findar a busca de u (linha 9 do Algoritmo 19), todas as arestas
de u foram exploradas, e consequentemente [T}, F,] estd completamente contido no

intervalo [Ty, F,,].
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Ainda considerando T, < T,, mas no subcaso de F, < T, devido a T, < F,, para
todoweV, T, < F, < T, <F,, assim os intervalos [T, F,] e [T,, F,] sao disjuntos.
Como os intervalos sdo disjuntos, nenhum vértice foi descoberto enquanto o outro
ainda ndo havia findado (linha 9 do Algoritmo 19), entdo nenhum é descendente do
outro.

O caso de T, < T, é semelhante, com papéis de u e v invertidos no argumento

anterior. B

Corolario 7.1.2. O vértice v é um descendente adequado do vértice u na floresta em

profundidade para um grafo dirigido ou ndo G = (V,E) sse T, < T, < F, < Fy,.

Prova: Imediata pelo Teorema 7.1.1. B

Teorema 7.1.3. Em uma floresta em profundidade de um grafo dirigido ou ndo G = (V, E),
o vértice v é um descendente do vértice u sse no momento T,, em que uma busca descobre

u, hd um caminho de u a v inteiramente de vértices w marcados com C,, =false.

Prova: Se v = u, entdo o caminho de u a v ndo possui vértices além dele mesmo.

Agora, supde-se que v seja um descendente proprio de u, que ainda tem C, =false
quando se define o valor de T,,. Pelo Corolério 7.1.2, T, < T}, e portanto C, =false no
tempo T,,. Visto que v pode ser descendente de u, todos os vértices w num caminho
simples de u até v tem C,, =false.

Agora, supde-se que haja um caminho de vértices w marcados com C,, =false no
caminho de u a v no tempo T,, mas v nao se torna descendente de u na arvore de
profundidade. Sem prejuizo, considera-se que todo o vértice exceto v ao longo do
caminho se torne um descendente de u. Seja w o predecessor de v no camino, de
modo que w seja um descendente de u. Pelo Corolério 7.1.2, F,, < F,. Como v tem
que ser descoberto depois de u ser descoberto, mas antes de w ser terminado, tém-se
T,< T, < F, < F,. Entdo o Teorema 7.1.1 implica que o intervalo [T}, F,] estd contido

no intervalo [T}, F,,]. Pelo Coroldrio 7.1.2, v deve ser descendente de ©. il
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7.1.2.2 Propriedades de Componentes Fortemente Conexas

Para as propriedades abaixo, considere que:
* d(S) =minyes{Ty};
* f(S) =maXyesiFy};

Lema 7.1.4. Considerando C e C' componentes fortemente conexas distintas em um
grafo dirigido G = (V, A), sejau,ve C eu',v' € C' e suponha que G tenha um caminho

u~- u'. Entdo, G ndo pode conter um caminho v' ~ v.

Prova: Se G possui um caminho v’ ~ v, entdo contém os caminhos u ~ u' ~ v' e
/ . , . . .
v~ v~ uem G. Assim, u e v' podem ser visitados um a partir do outro, o que

contradiz a hipdtese de que C e C’ sdo componentes fortemente conexas distintas. ll

Lema 7.1.5. Sejam C e C' componentes fortemente conexas distintas no grafo dirigido
G = (V, A). Suponha que haja um arco (u,v) € A, noqualue C ev e C'. Entao, f(C) >

f).

Prova: Considera-se dois casos dependendo qual das componentes fortemente conexas
(C ou C’) tém o primeiro vértice descoberto na busca em profundidade.

Se d(C) < d(C"), seja x o primeiro vértice descoberto em C. No tempo Ty, todos os
vértices em C e C’' sdo nio visitados (C, =false para todo v € Cu C’). Pode-se afirmar
entdo que hd um caminho em x a w para qualquer w € C' por causa do arco (u, v) € A,
entdo x ~ u — v ~» w. Pelo Teorema 7.1.3, todos os vértices em C e C’ se tornam
descendentes de x ma arvore de profundidade. Pelo Corolério 7.1.2, x tem o tempo de
término mais recente que qualquer um de seus descendentes, portanto Fy = f(C) >
F(ch;

Se d(C) > d(C'), seja y o primeiro vértice descoberto em C’. No tempo T}, todos
os vértices w em C' tém C,, =false e G contém um caminho de y a cada vértice em
C’ formado apenas por vértices z com C, =false. Pelo Teorema 7.1.3, todos os vértices

em C' se tornam descendentes de y na arvore de profundidade. Pelo Teorema 7.1.3,
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F), = F(C'). No tempo T), todos os vértices w em C tém C,, =false. Como existe um
arco (u,v) de C a C’, o Lema 7.1.4 implica que ndo pode haver um caminho de C’ a C.
Consequentemente, nenhum vértice em C pode ser visitado por y. Portanto, no tempo
Fy, todos os vértices w em C ainda tem C,, =false. Assim, para qualquer vértice em

w € C, tétm-se F,, > F), o que implica que f(C) > f(C"). B

Coroldrio 7.1.6. Considerando C e C' componentes fortemente conexas distintas no
grafo dirigido G = (V, A), suponha que havia um arco (u,v) € AT, noqualue CeveC'.

Entdo, f(C) < f(C').

Prova: Como (u,v) € AT, tém-se (v,u) € A. Visto que as componentes fortemente

conexas em G! sdo as mesmas, o Lema 7.1.5 implica que f(C) < f(C"). R

Teorema 7.1.7. O Algoritmo 17 (de Componentes-Fortemente-Conexas) encontra corre-
tamente as componentes fortemente conexas de um grafo dirigido G = (V, A) dado como

sua entrada.

Prova: A prova é realizada por inducao em relacdao ao namero de arvores de busca
encontradas na busca em profundidade de G” na linha 6. Cada arvore forma uma
componente fortemente conexa.

A hipdétese da inducdo é que as primeiras k arvores produzidas na linha 6 sdo
componentes fortemente conexas.

A base da induc¢do, quando k =0, € trivial.

No passo da inducdo, supde-se que cada uma das k primeiras arvores de profundi-
dade produzidas na linha 6 € uma componente fortemente conexa, e consideramos a
(k +1)-ésima arvore produzida. Seja u a raiz dessa arvore, e supondo que u esteja na
componente fortemente conexa C. Como resultado do modo que se escolhe a raiz da
arvore nalinha 6, F, — f(C) > f(C’) para qualquer componente fortemente conexa C’
exceto C que ainda tenha de ser visitada. Pela hip6tese de inducao, no momento da
busca de u na arvore de profundidade, todos os vértices w em C tem C,, =false. Entao,

pelo Teorema 7.1.3, todos os outros vértices de C sdao descendentes de u nessa arvore
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de profundidade. Além disso, pela hip6tese de inducao e pelo Corolério 7.1.6, qualquer
arco em G’ que saem de C devem ir até componentes fortemente conexas que ja foram
visitadas. Assim, nenhum vértice em uma componente fortemente conexa, exceto C,
serd um descendente de u durante a busca em profundidade de G”. Portanto, os vérti-
ces da arvore de busca em profundidade em G” enraizada em u formam exatamente

uma componente fortemente conexa, o que conclui o passo de inducao e a prova. Bl

7.2 Ordenacdo Topologica

A ordenacgdo topolégica no contexto de grafos, recebe um grafo aciclico dirigido G =
(V, A) e ordena linearmente todos os vértices tal que se existe um arco (u, v) € A entao
u aparece antes de v na ordenacdo. O algoritmo de Ordenacao Topolégica tem como
base uma busca em profundidade com a adi¢ao de uma lista O para inserir os vértices,
como pode ser visto no Algoritmo 21. Os vértices sao inseridos sempre no inicio da lista

O logo que o algoritmo termina de visita-lo (linha 10 do Algoritmo 21).
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7

Algoritmo 20: DFS para Ordenacao Topoldgica

Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, A)
// Configurando todos os vértices
1 C, —falseVveV
2 Ty—ocoVveV
3 F)—ocoVveV
// configurando o tempo de inicio
4 tempo — 0
// Criando lista com os vértices ordenados topologicamente
5 00
6 foreach ue Vdo
7 if C,, = false then
// DFS-Visit-0T é especificado no Algoritmo 21

8 DFS-Visit-OT(G, u, C, T, F, tempo, O)

9 return O

Algoritmo 21: DFS-Visit-OT.

Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem v € V, e os vetores C, T e F, e uma
variavel tempo € Z}, uma lista O
1 C, — true
2 tempo < tempo +1
3 T, tempo

foreach u e N*(v) do

[

[3)]

if C,, = false then

[=2]

L DFS-Visit-OT(G, u, C, T, F, tempo, O)

7 tempo < tempo +1
8 F, — tempo
// Adiciona o vértice v no inicio da lista O

O—wWuo

©
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7.2.1 Complexidade da Ordenacdo Topoldgica

Como a inser¢do no inicio de uma lista demanda tempo O(1), a complexidade de tempo
da Ordenacao Topoldgica de um grafo aciclico é dependente da Busca em Profundidade.

Logo, a complexidade da Ordenacao Topoldgica é O(| V| + |Al).

7.2.2 Corretude da Ordenacao Topoldgica

Lema 7.2.1. Um grafo dirigido G = (V, A) é aciclico sse uma busca em profundidade de

G ndo produz nenhum arco de retorno.

Prova: Supondo que uma busca em profundidade produza um arco de retorno (u, v).
Entao, o vértice v € um ascendente (ancestral) do vértice u na floresta em profundidade.
Assim, G contém um caminho de v a u, e o arco (u, v) completa o ciclo.

Supondo que G contenha um ciclo ¢, mostrou-se que uma busca em profundidade
de G produz um arco de retorno. Seja v o primeiro vértice a ser descoberto em c e seja
(u, v) o arco precedente em c. No tempo T, os vértices em ¢ formam um caminho
de vértices w com C,, =false de v a u. Pelo Teorema 7.1.3, o vértice u se torna um

descendente de v na floresta em profundidade. Entdo (u, v) é um arco de retorno. Bl

Teorema 7.2.2. O Algoritmo 20 produz uma ordenagdo topoldgica de um grafo dirigido

aciclico G = (V, A) dado como entrada.

Prova: Supondo que o algoritmo seja executado sobre um determinado grafo dirigido
aciclico G = (V, A) para determinar os tempos de término para seus vértices. E suficiente
mostrar que, para qualquer par de vértices distintos u, v € V, se G contém um arco de u
a v, entdo F, < F,,. Considere qualquer arco (u, v) explorado no algoritmo. Quando esse
arco € explorado, v ainda nao foi visitado (por DFS-Visit-OT), ja que v é ascendente
(ancestral) de u e (u, v) é um arco de retorno, o que contradiz o Lema 7.2.1. Portanto, v
ja deve ter C, =false ou jé foi visitado. Se v tem C, =false, ele se torna um descendente
de ue F, < F,. Se v ja foi visitado F, ja foi definido, entao F, < F,. Assim, para qualquer

arco (u,v) € A, tém-se F, < F,,.



CAPITULO

Arvores Geradoras Minimas

Uma arvore geradora é um subconjunto aciclico (uma éarvore) de todos os vértices
de um grafo. Dado um grafo ponderado G = (V, E, w), o problema de encontrar uma
arvore geradora minima é aquele no qual busca-se encontrar uma arvore que conecte
todos os vértices do grafo G, tal que a soma dos pesos das arestas seja 0 menor possivel.
Seja T uma arvore geradora, diz-se que o custo da arvore geradora de T é dado por

w(T) = Ly mer w({u, v}).

Este capitulo apresenta dois métodos para encontrar drvores geradoras minimas:
Kruskal e Prim. Esses dois algoritmos gulosos se baseiam em um método genérico
apresentado por Cormen et al. (2012). Dado um grafo nao-dirigido e ponderado G =

(V,E, w), esse método genérico encontra uma arvore geradora minima.

O Algoritmo 22 apresenta o método genérico para uma arvore geradora minima
para G. O método se baseia na seguinte invariante de laco: “Antes de cada iteracdo, A é
um subconjunto de alguma arvore geradora minima.”. A cada iteracdao, determina-se
uma aresta que pode ser adicionada a A sem violar a invariante de laco. A aresta segura

é uma aresta que se adicionada a A mantém a invariante.
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Algoritmo 22: Método Genérico de Cormen et al. (2012).
Input :um grafo G=(V,E,w)

1 A—{}
2 while A ndo formar uma drvore geradora do
3 encontrar uma aresta {u, v} que seja segura para A

s | A—Auf{y v}

5 return A

8.1 Propriedades do Método Genérico

Teorema 8.1.1. Considere um grafo conexo ndo-dirigido ponderado G = (V, E, w). Seja
A < E uma drvore geradora minima de G. Seja (S, V\S) qualquer conjunto de corte de G
que respeita A e seja {u, v} uma aresta leve' que cruza (S, V\S), entéo {u, v} é uma aresta

segura para A.

Prova:

Seja T uma arvore geradora minima que inclui A e suponha que T ndo contenha
a aresta leve {u, v}, pois se tiver, o processo termina. Constréi-se entao outra arvore
geradora minima T’ que inclui AU {{u, v}} usando uma técnica de recortar e colar,
mostrando assim que {u, v} € uma aresta segura para A.

Desde que u estejaem S e v em V\S, a aresta {u, v} forma um ciclo com as arestas
de caminho simples p de u a v em T. No minimo uma aresta em T estd no caminho
simples p e cruza o corte. Considere que {x, y} seja essa aresta de corte. A aresta {x, y}
ndo estd em A, pois o corte respeita A. Desde que {x, y} estd no inico caminho de ua v
em T, remové-lo divide T em duas componentes. Adicionar {u, v} o reconecta a forma
de uma nova arvore geradora T' = T U {{u, v}}\{{x, y}}.

Depois, mostra-se que T' 6 uma arvore geradora minima. Desde que {u, v} € uma
aresta leve atravessando (S,S\V) e {x,y} também atravessa esse corte, w({u,v}) <

w({x, y}). Por essa razdo:

1 Arestas de baixo custo/peso.
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w(T) = w(T) +w({u, v}) - w({x,y})
(8.1)

<w(T).
Mas, T é uma drvore geradora minima, entdo w(T) < w(T’). Desse modo, T’ precisa ser
uma arvore geradora minima também.
Falta mostrar que {u, v} é uma aresta segura para A. Tém-se A< T’, desdeque AC T

e {x,y} ¢ A; entdo AU {{u, v}} = T'. Consequentemente, desde que T’ é uma arvore

geradora minima, {u, v} é uma aresta segura para A. i

Coroldrio 8.1.2. Considere um grafo conectado nao-dirigido e ponderado G = (V, E, w).
Seja A < E incluido em alguma drvore geradora minima de G e seja C = (V¢,Ec) um
componente conectado (uma drvore) na floresta G4 = (V, A). Se{u, v} é uma aresta leve

conectando C a algum outro componente em G, entdo {u, v} é uma aresta segura.

Prova: O corte (V¢, V\ V) respeita A e {u, v} é uma aresta leve para esse corte. Por essa

razdo, {u, v} é uma aresta segura para A (com base no Teorema 8.1.1). B

8.2 Algoritmo de Kruskal

O algoritmo de Kruskal inicia com |V| arvores (conjuntos de um vértice cada). Ele
encontra uma aresta segura e a adiciona a uma floresta, que estd sendo montada,
conectando duas arvores na floresta. Essa aresta {u, v} é de peso minimo. Suponha
que C; e C, sejam duas arvores conectadas por uma aresta {u, v}. Visto que essa deve
ser uma aresta leve, o Corolério 8.1.2 implica que {u, v} € uma aresta segura para C;.
Kruskal é um algoritmo guloso, pois ele adiciona a floresta uma aresta de menor peso
possivel a cada iteracao.

Um pseudo-cédigo de Kruskal pode ser visualizado no Algoritmo 23. O algoritmo se
inicia definindo as | V| arvores desconectadas; cada uma contendo um vértice (linhas

2 a 4). Entao, cria-se uma lista das arestas E’ ordenadas por peso (linha 5). Depois,
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iterativamente, se tenta inserir uma aresta leve em duas arvores que contém nodos nao
foram conectadas ainda (linhas 7 a 9). Quando a insercdo ocorre, a estrutura de dados
S, que mapeia a arvore de cada vértice v é € atualizada. O procedimento se repete até

que todas as arestas tenham sido avaliadas no lago.

Algoritmo 23: Algoritmo de Kruskal.
Input :um grafo G=(V,E,w)

[

A—{

S — vetor de | V| elementos vazios

[

3 foreach v € V do

L Sy — {v}

'

5 E' — lista de arestas ordenadas por ordem crescente de peso

foreach {u, v} € E' do

(=]

7 if S, # S, then

8 A— Au{{u,v}}
9 x—S,uUS,

10 foreach y € x do
11 L Sy —x

12 return A

8.2.1 Complexidade do Algoritmo de Kruskal

A complexidade de tempo do algoritmo de Kruskal depende da estrutura de dados utili-
zada para implementar o mapeamento das drvores de cada vértice, ou seja, da estrutura
S do Algoritmo 23. Para a implementacao mais eficiente, verifique as operagoes de
conjuntos disjuntos no Capitulo 21 de Cormen et al. (2012). Sabe-se que para ordenar o
conjunto de arestas na linha 5, deve-se executar um algoritmo de ordenagdo. O mais

eficiente conhecido demanda tempo O(|E|log, |E]).

Qual a estrutura de dado implementa a versdo mais eficiente do Algoritmo de Kruskal?
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8.3 Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim é (também) um caso especial do método genérico apresentado no
Algoritmo 22. O algoritmo de Prim é semelhante ao algoritmo de Dijkstra, como pode
ser observado no pseudo-cédigo do Algoritmo 24. As arestas no vetor A formam uma
arvore unica. Essa drvore tem raizes em um vértice arbitrario r. Essa arbitrariedade
ndo gera problemas de corretudo no algoritmo, pois uma arvore geradora minima deve
conter todos os vértices do grafo. A cada iteragdo, seleciona-se o vértice que é atingido
por uma aresta de custo minimo (linha 7), sendo que o vértice selecionado adiciona
suas adjacéncias e pesos na estrutura de prioridade Q, que, futuramente, selecionard a
chave de menor custo, ou seja, o vértice conectado a drvore que possui 0 menor custo.

Pelo Coroldrio 8.1.2, esse comportamento adiciona-se apenas arestas seguras em A.

Antes de cada iteracao do laco da linha 6, a arvore obtida é dada por {{v, Ayl:ive
V\{r}\Q}. Os vértices que jé participam da solugdo final sdo V\Q. Além disso, para todo
veQ,se A, #null, entdo K, < oo e K, é o peso de uma resta leve {v, A,} que conecta o
vértice v a algum vértice que ja estd na arvore que estd sendo construida. As linhas 7
e 8 indentificam um vértice u € Q incidente em alguma aresta leve que cruza o corte
(V\Q, Q), exceto na primeira iteracao. Ao remover u de Q, o mesmo € acrescido ao

conjunto V\Q na arvore, adicionando a aresta (u, A,) na solucao.

Se G é conexo, para montar a arvore geradora minima a partir do vetor resultante A,

deve-se criar o conjunto {{v, A,}: ve V\{r}}.
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Algoritmo 24: Algoritmo de Prim.
Input :um grafo G=(V,E,w)

r — selecionar um vértice arbitrario em V

ju—

// Definindo o vetor dos antecessores A e uma chave para cada vértice K
2 Ay —nullVveV
3 Ky—ocoVveV
4 K, —0

// Definindo a estrutura de prioridade de chave minima Q

5 Q—(V,K)

6 while Q # {} do

7 u — arg min,co{K,}

8 | Q—Q\u}

9 foreach v € N(u) do

10 if ve Q A w({u, v}) < K, then
11 Ay —u

12 Ky — w({u, v})

13 return A

8.3.1 Complexidade do Algoritmo de Prim

Para implementar o algoritmo de Prim de maneira mais eficiente possivel, deve-se
encontrar uma estrutura de prioridade que realize as operacoes de extracao do valor

minimo e da alteracdo das chave de maneira rapida.

Qual a complexidade em tempo computacional da versao mais eficiente do Algoritmo

de Prim?



CAPITULO

Fluxo Maximo

O problema de fluxo méximo pode ser formalizado da seguinte forma: dado um grafo
dirigido e ponderado (rede residual) G = (V, A, ¢), um vértice s € V de origem de fluxo e
um vértice de destino ¢ € V, deseja-se despachar um fluxo de s para ¢ de acordo com as
capacidades dos arcos dadas por ¢ no qual a soma total de fluxo que incide em  seja
maxima. Desse modo, o fluxo despachado em cada arco deve ser menor ou igual a sua
capacidade. O fluxo total que chega a um vértice v € V —{s, t} deve ser o mesmo que
sai do vértice (sob pena de acimulo de fluxo no vértice, que ndo tem reservatorio para
fluxo).

Um exemplo de aplicacao pode ser dado para um projeto de malha vidria terrestre.
Imagine que G seja a malha de uma cidade nas quais os veiculos entram em s e saiam
em f. Deseja-se despachar o méximo de veiculos possiveis. Para isso, devemos respeitar
as capacidades de cada via (arcos). Exemplos de aplicacao podem ser obtidos para

despacho de liquidos (dgua, esgoto) ou eletricidade.

9.1 Redes de Fluxo

Uma rede de fluxo, no contexto da Teoria dos Grafos, é um grafo dirigido ponderado

G = (V, A, ¢), na qual V representa o conjunto de vértices, A o conjunto de arcos e
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c:VxV —R* éafuncio de capacidade de cada arco. Impde-se ainda que se hd um arco
(#, v) ndo ha um arco (v, u). Se (i, v) ¢ A, entao c((u, v)) = 0. Ha dois vértices distintos:
o vértice de origem ou fonte, geralmente chamado de s, e o vértice de destino ou
sorvedouro, chamado de t. or conveniéncia, assume-se que todo o vértices v € V\{s, t},

s~ U~ t (CORMEN et al., 2012).

Um fluxo em G é uma funcdo f: V x V — R que satisfaz as seguintes propriedades:

* Restri¢do de capacidade: para todo u,ve V, 0 < f((u, v)) < ¢((u, v));

* Conservacao de fluxo: para todo u € V\{s, t},

Y flww)= ) flww).

veV veV

Quando (1, v) ¢ A, entdo f((v,u)) =0.
A quantidade ndo negativa f((v, u)) é denominada o fluxo do vértice u a v. O valor
de fluxo é dado por F =Y ey f((s,v)) = X pev f((, 8)), ou seja, o total de fluxo que

sai de s menos o total de fluxo que entra em s.

Quando (u, v), (v, u) € A, deve-se remover (u, v) de A, adicionar um novo vértice
v' a V, adicionar os arcos (u, V') e (v', v) a A definido as capacidades ¢((u, v")) —

c((w, ) ec((v,v) = c((w,v) e c((u,v)) — 0.

Para multiplas origens sy, s,,..., sy pode-se adicionar um vértice inicial s’ a G e os

arcos (s', s;) com capacidade c((s', s;)) — oo paratodo i €{1,2,..., k}.

Para multiplos destinos 1, ty, ..., ; pode-se adicionar um vértice final t' a G e os

arcos (¢, ") com capacidade ¢((¢j, 1)) — oo paratodo j €{1,2,...,1}.

O problema de fluxo médximo busca encontrar o maior fluxo em G de s a ¢ tal que as

capacidades de cada arco sejam respeitadas.
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9.2 Rede Residual

Uma rede residual consiste em um grafo Gy = (V, A, cr) composto por arcos com
capacidades cf((«, v)) = ¢((«, v)) - f((u, v)) para todo arco A. Para cada arco (u, v) em
A, tém-se um arco invertido em Ay com capacidade cf((v, u)) = f((u, v)). Se um arco

(u,v) & A, entdo cf((v,u)) = 0. Desse modo, |As| = 2|Al.

9.3 Caminhos Aumentantes

Em uma rede de fluxo G, um caminho aumentante p é um caminho simples de s a ¢
na rede residal G¢. Ele aumenta o fluxo na rede sem ferir as restri¢oes de capacidades

impostas em c. A capacidade residual de p € cf(p) = min{cf((u, v)) :(u,v) € p}.

Lema 9.3.1. Seja G = (V, A, ¢) uma rede de fluxo com fonte s e sorvedouro em t, seja p
um caminho aumentante em G e seja f um fluxo em G. Defina a fungdo f,: V x V — {R}
por

cr(p) se(u,v)ep,
folw, ) =

0 caso contrario.

Entao, f, é um fluxo em Gy com valor c¢(p) > 0.
Prova: Pagina 524 de Cormen et al. (2012).1

Coroldério 9.3.2. Seja G = (V, A,c¢) uma rede de fluxo, seja f um fluxo em G e seja p
um caminho aumentante em G¢. Considere a fungao fy e suponha que aumenta-se f

adicionando f,. Entdo a fungdo f 1 f, é um fluxo em G.

Prova: P4gina 525 de Cormen et al. (2012).1

9.4 Cortes de Redes de Fluxo

Em uma das estratégias para se obter o fluxo maximo, busca-se caminhos aumentantes

iterativamente. Como saber que quando o algoritmo termina, tém-se realmente o fluxo
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maximo? O teorema de fluxo méximo/corte minimo diz que se nao houver caminho

aumentante, atingiu-se o fluxo méximo.

Lema 9.4.1. Seja G = (V, A, c) uma rede de fluxo com fonte s e sorvedouro em t, e seja

(S, T) qualquer corte de G. O fluxo que passa pelo corte é igual a F (o valor do fluxo).
Prova: P4gina 526 de Cormen et al. (2012).1

Corolario 9.4.2. O valor de qualquer fluxo em f em uma rede de fluxo G é limite superior

pela capacidade de qualquer corte de G.
Prova: P4gina 526 de Cormen et al. (2012).1

Teorema 9.4.3. Se f é um fluxo em uma rede de fluxo G = (V, A, c) com fonte s e sorve-

douro t, entdo as seguintes condigoes sdo equivalentes:
1. f éum fluxo mdximo em G.
2. Arede residual Gy ndo contém nenhum caminho aumentante.
3. F éa capacidade de corte para algum corte (S, T).

Prova: P4gina 527 de Cormen et al. (2012).1

9.5 Ford-Fulkerson

O algoritmo de Ford-Fulkerson se baseia em trés ideias principais: redes residuais,
caminhos aumentantes e cortes. Comeca-se com f ((u, v)) =0 paratodo u,ve V.0
método de Ford-Fulkerson aumenta iterativamente o valor de fluxo, identificando os
arcos que podem alterar seu fluxo, consultando suas capacidades. O fluxo aumenta até
que nao haja mais caminhos aumentantes.

O Algoritmo 25 é demonstrado abaixo.
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Algoritmo 25: Algoritmo de Ford-Fulkerson.
Input :um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, ¢), um vértice fonte s, um vértice

sorvedouro ¢, uma rede residual G =W, Af,cf)
1 F<0
2 while existir um caminho aumentante p na rede residual de s a t do
// Identificando a capacidade do caminho e adicionando-o ao fluxo atual
3 | fp—min{cs((u,v):(u,v)€p}
4 F—F+fp

// Atualizando a capacidade residual

5 foreach (u,v) € pdo

6 cr((u, ) —cp((w, ) - fp
7 cr(ww) —cr((w,w)+ fp
8 return F

9.5.1 Complexidade

A complexidade de tempo computacional de Ford — Fulkerson depende do fluxo
maximo. A Figura 9.6.1 demonstra um exemplo de um pior caso. O tempo para encontrar
um caminho de s para t € de O(|V|+ |A]) = O(|A]). Devido a caracteristica de depender
do valor do fluxo, a quantidade de caminhos que podem ser encontrados é de f*, ou

seja, o valor de fluxo méximo. Entdo a complexidade de tempo do algoritmo é O(|A| f*).

(a) (®) (0)

Figura 7 — Exemplo citado por Cormen et al. (2012) para demonstrar o pior caso quanto
a complexidade de tempo.
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9.6 Edmonds-Karp

Dado a complexidade do algoritmo de Ford-Fulkerson, é impraticavel executé-lo para
instancias muito grandes que caem no caso de caminhos aumentantes pequenos. O
algoritmo Edmonds-Karp propde uma pequena adaptacao para superar esse problema.
No lugar de encontrar um caminho aumentante arbitrario, Edmonds-Karp usa uma

busca em largura descrita no Algoritmo 26.

Algoritmo 26: Busca em Largura para Edmonds-Karp.

Input :um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, ¢), um vértice fonte s, um vértice
sorvedouro ¢, uma rede residual Gy = (V, Ay, cy)

// configurando todos os vértices

1 C, —falseVveV

2 Ay —nullVveV
// configurando o vértice de origem

3 Cy — true
// preparando fila de visitas

4 Q — Fila()
// Iniciar busca pela fonte.

5 Q.enqueue(s)
// propagac¢do das visitas

6 while Q.empty() = false do

7 u — Q.dequeue()

8 foreach v e N*(u) do

9 if C, = false A c¢((u,v)) > 0 then
10 C, < true

11 Ay —u

// Sorvedouro encontrado. Criar caminho aumentante.

12 if v = ¢ then

13 p— (1)

14 w1t

15 while w # sdo

16 w— Ay

17 L p—wup

18 return p
19 Q.enqueue(v)

20 return null

Lema 9.6.1. Se o algoritmo Edmonds-Karp é executar em uma rede de fluxo G = (V, A, ¢)

com a fonte s e o sorvedouro sendo t, entdo para todos os vértices, exceto s e t, a distdncia
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do caminho minimo 6 r(s,v) na rede residual G £ aumenta monotonicamente com cada

aumento de fluxo.

Prova: P4gina 530 de Cormen et al. (2012).1

Teorema 9.6.2. Se o algoritmo Edmonds-Karp é executar em uma rede de fluxo G =
(V, A, c) com a fonte s e o sorvedouro sendo t, entdo o niimero total de aumentos de fluxo

executados pelo algoritmo é de no mdximo |V|-|Al.

Prova: P4agina 531 de Cormen et al. (2012).1

9.6.1 Complexidade

Como cada caminho aumentante pode ter um arco critico!, o ntimero total de arcos
criticos € O(|V|-|Al). Como cada iteracao do Ford-Fulkerson pode demandar passar por

no méximo O(|Al) arcos, a complexidade do algoritmo Edmonds-Karp é de O(| V| |AJ%).

Para pensar

Sera que os arcos de retorno ainda fazem sentido para o algoritmo de Edmonds-Karp?

Verifique o seguinte exemplo:

1 Considera-se arco critico todo arco que define um fluxo para um caminho aumentante (que define o

valor de c¢f(p) em um caminho p).
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Figura 8 - Exemplo da importancia dos arcos de retorno para Edmonds-Karp.



CAPITULO

Emparelhamento

10.1 Emparelhamento Maximo em Grafos Bipartidos

Dado um grafo bipartido ndo dirigido G = (V = XU Y, E), no qual V é o conjunto de
vértices bipartidos, e E é o conjunto de arestas. Considere que em cada aresta {x, y},
x € X e ye Y. Considere também que X e Y sdo disjuntos, ou seja, XNY = @. Um
emparelhamento M em G é um subconjunto de arestas M < E tal que cada vértice
aparece no miximo uma vez em M. Nesse problema, deseja-se encontrar um conjunto

M de maior tamanho possivel (KLEINBERG; TARDQOS, 2005).

10.1.1 Resolug¢do por Fluxo Maximo

De acordo com Kleinberg e Tardos (2005), uma forma de resolver esse problema é
através do uso de algoritmos de fluxo méaximo. Para isso,deve-se adaptar o grafo de
entrada. O Algoritmo 27 formaliza essa adaptacdo. A Figura 12 um exemplo de antes e

depois da adaptacao.
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Algoritmo 27: Adaptacdo de entrada de Emparelhamento Méximo para um
algoritmo de Fluxo Méaximo.
Input :um grafo bipartido ndo-dirigido e ndo-ponderado G=(V = XU Y, E)
// Criando conjunto de vértices, considerando um novo vértice de origem s
e um novo de destino ¢
1 Vi—XuYulis t}
// Criando novo conjunto de arcos
2 A—{}
// Transformando as arestas de E em arcos
3 foreach {x, y} € E do
4 considereque xe XeyeY
L A—Auix, )}

// Criando arcos entre s e x€ X
6 foreach x € X do
| A—Auisx)

// Criando arcos entre s e yeY
8 foreach ye Y do
| A= Au{y, )
// Definindo os pesos de cada arco
10 criar funcdo w:A—1
n G —wWV,Aw
12 return G/

(a) (b)

Figura 9 — Exemplo citado por Kleinberg e Tardos (2005) na tranformacao do grafo bipar-
tido nao dirigido para um grafo dirigido e ponderado que, ao ser submetido
a um algoritmo de fluxo maximo, obtém-se o emparelhamento maximo.

Depois de adaptada a entrada para o problema de Fluxo Mdximo, consegue-se obter
o emparelhamento submetendo-a a um algoritmo de fluxo méximo. Pode-se ainda

utilizar as informacdes de fluxo para determinar o conjunto M.
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Algoritmo 28: Resolu¢do de Emparelhamento Méximo através um algoritmo
de Fluxo Méximo.

Input :um grafo bipartido nao-dirigido e ndo-ponderado G=(V=XUY,E)
Obter G’ a partir do Algoritmo 27 passando por parametro o grafo G.

Criar rede residual G} a partir de G’

Executar algoritmo de fluxo maximo passando por parametro: G’, como rede de fluxo;
G}, como rede residual, s, como vértice de origem; e ¢ como vértice de destino ou

N -

w

sorvedouro.; // Criando o conjunto de emparelhamento M
M—{
foreach {x, y} € E do
considerequexe XeyeY
if c/((x,))) = 0 then
| M —Muiix,y}

© N o G e

return M

©

10.1.1.1 Complexidade

A tranformacdo de um grafo bipartido em uma rede de fluxo demanda tempo computa-
cional O(|V|+]E|). Supondo que utilizemos o algoritmo de Ford-Fulkerson para resolver
o problema, a mesma possui a complexidade de tempo O(|A'|f*) G' = (V', A, w). Sa-
bendo que o fluxo maximo é o menor entre | X| e | Y|, poderiamos reecrever a fun¢ao
O(|A’[|V]). Analisando o Algoritmo 27, sabe-se que |A'| = |E| + | X| +|Y|. Entdo a com-
plexidade de tempo em usar o algoritmo de Ford-Fulkerson é O(I VI+I|El+ (E|+|X]| +

[YDIVI) = O((IEI+X|+1YDIVI) = OUEIVI+IXIVI+|YIV]) = OEIV]).

10.1.2 Algoritmo de Hopcroft-Karp

Um algoritmo mais eficiente do que utilizar algoritmos de Fluxo Maximo é o Hopcroft-
Karp. Ele é demonstrado no Algoritmo 29. Para entender o algoritmo, devemos compre-
ender o conjunto de caminhos aumentantes em seu contexto.

Um caminho aumentante alternante é todo o caminho possui inicio em vértice livre
em X e o fim em um vértice livre em Y. E dito vértice livre, um vértice que ndo estd em M.
Diferente de outros caminhos que foram vistos na disciplina, um caminho aumentante
aqui é uma sequéncia de arestas p =< ey, ey,...,e;,; >noqual ey, es,...,e, € E.

Na linha 4 do algoritmo, utiliza-se o operador & (XOR). Em conjuntos A® B =
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(A\B)U (B\A).

Algoritmo 29: Algoritmo de Hopcroft-Karp.
Input :um grafo bipartido ndo-dirigido e ndo-ponderado G=(V = XU Y, E)
M —{
repeat

1

2

3 P — conjunto de caminhos aumentantes alternantes py, po, ..., Pk
4 M—Me&Upepp
5

6

until P = {}
return M

10.1.2.1 Algoritmo detalhado

Algoritmo 30: Algoritmo de Hopcroft-Karp detalhado.
Input :um grafo bipartido ndo-dirigido e ndo-ponderado G=(V = XU Y, E)

1 D,—ocoVveV
2 mate, —nullVveV

// tamanho do emparelhamento
3 m—20

4 while BFS(G, mate, D) =true do

5 foreach x € X do

6 if mate, = null then

7 if DFS(G, mate, x, D) = true then
8 L m—m+1

©

return (m, mate)
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Algoritmo 31: BFS

Input :um grafo bipartido nao-dirigido e ndo-ponderado G = (V = X U Y, E), um vetor
de emparelhamento mate, um vetor de distancias D

Q < Fila()

foreach x € X do

if mate, = null then

(5 CE

D,—0
Q.enqueue(x)
6 else
7 t Dy — o0

o

Dyy1p < 00

9 while Q.empty() = false do

10 X — Q.dequeue()

11 if D, < D,,;,;; then

12 foreach y € N(x) do

13 if Dmate, = 00 then

14 Dmmey —Dy+1

15 L Q.enqueue(matey)

16 return D,,;,;; # co

Algoritmo 32: DFS

Input :um grafo bipartido ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V = X U Y, E), um vetor
de emparelhamento mate, um vértice x € X, um vetor de distancias D

1 if x # null then

2 foreach y € N(x) do

3 ifDmmey =D, +1 then

4 if DFS(G,mate, matey, D) = true then
5 matey «— x

6 matey — y

7 return true

8 Dy — o0

9 return false

10 return true
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10.1.2.2 Complexidade

Cada fase do algoritmo consiste em uma busca em largura e uma em profundidade.
Entado, uma tnica fase pode utilizar tempo O(|E|). Como hé apenas /|V| caminhos

aumentantes alternante, a complexidade de tempo é O(\/|V||E]).

10.2 Emparelhamento Maximo em Grafos

O emparelhamento méaximo em grafos ndo-dirigidos e nao-ponderados € o problema
de encontrar o maior conjunto independente de arestas. A chave para este emparelha-
mento estd nos caminhos aumentantes alternantes. No entanto, ao tentar encontrar
esses caminhos, pode-se encontrar um ciclo que nao pode ser excluido. Em 1965, Ed-
monds descobriu uma forma de resolver isso, mesclando os vértices desse ciclo recursi-
vamente (blossom), tornando a instancia de entrada menor (SCHRIJVER, 2004). Nessa
secdo, se conhecerd o algoritmo presente no livro Papadimitriou e Steiglitz (1982), com
complexidade de tempo O(|V|*), mas ha algoritmos muito mais eficientes: Algoritmo

de Balinski O(|V|3), Algoritmo de Even-Kariv O(| VP2, eo Algoritmo de Micali-Vazirani

OWIVIIED.
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Algoritmo 33: Emparelhamento méximo para grafos ndo-dirigidos e nao-

ponderados.

Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E)

// Vetor que identifica o par do emparelhamento

-

M, —nullVveV

// Vetor que identifica se o vértice foi visitado ou ndo

~

C,—falseVveV

// Criando o vetor de expostos

w

Xy —nullVveV

// Criando o vetor de vértices vistos

'S

Sy —falseVveV

// Criando o vetor de rétulos

o

L, —nullVveV

@

while Ju e V: Cy, = false N M, =null do

7 u — selecionar um u € V, o qual C,, = false A M,, =null
8 C, — true
9 A—1{}

// populando o vetor de expostos
10 Xy —nullVveV

// Fazer no sentido v para w e w para v

1 foreach {v, w} € E do

12 if My, = null A w # u then
13 L Xy —w

14 else

15 if M, ¢ {v,null} then
16 L A— Auf(v, My)}

17 S, —falseVveV
18 | Q—{u}

19 L, — null

20 if X, # null then

21 L AumentanteAlternante(G, u, M, X, L)

22 else

23 while Q # {} do

24 v — selecione um vértice em Q

25 Q — Q\{v}

26 foreach we V: L, =null\(v,w) € Ado
27 Q+— Quiw}

28 Ly<—v

29 Sm, < true

30 if X, # null then

31 AumentanteAlternante(G, w, M, X, L)
32 Q—1{

33 break

34 else

35 if S,, = true then

36 L Blossom(G, w)

37 return M
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Algoritmo 34: AumentanteAlternante

Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E), um vértice v, os vetores M,
X, L

if L, = null then

2 M, — X,

XM,, — UV

o

w

else

X1, — M,

M, — X,

MXU — VU
AumentanteAlternante(G,L,, M, X, L)

R N o a &

Algoritmo 35: Blossom
Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E), um vértice b, os vetores M,
X,L,B Y
1 T — buscar conjunto de vértices que estdo no ciclo envolvendo b, incluindo-o
2 Yy —ciclode b
3 foreach t € T do
4 t B, < b

// Mesclando os vértices de B
5 Substituir qualquer instancia do nodo x € B no grafo auxiliar A, na fila Q e no vetor label
por um novo vértice v;, que representa o “blossom” de b

Algoritmo de Edmonds:
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Algoritmo 36: Algoritmo de Edmonds (Blossom).
Input :um grafo ndo-dirigido G = (V, E), um conjunto de vértices expostos (livres) S,

estrutura que mapeia quem estd emparelhado para cada vértice W, vértices
marcados CV, arestas marcadas C%, identidade de cada vértice I, dados dos
blossoms B, nivel [ = (0)
1 D,—oc0VveV
2 mate, —nullVveV
// tamanho do emparelhamento

3 m—20

'S

while BFS(G, mate, D) =true do

5 foreach x € X do

6 if mate, = null then
7 if DFS(G, mate, x, D) = true then
8 L m—m+1

©

return (m, mate)







CAPITULO

Coloracao de Grafos

O problema da coloracao de grafos busca encontrar um conjunto de “cores” a serem
atribuidos aos vértices, sem que vértices adjacentes tenham a mesma cor. O problema
tem como entrada um grafo ndo-dirigido e nao-ponderado G = (V, E). Sua versao de
decisdo busca recebe além de G um valor inteiro k e deseja-se saber se é possivel
encontrar um conjunto de “cores” (ou valores/niimeros cromadticos) com tamanho
menor ou igual a k. Na sua versdo de otimizacao, geralmente tenta-se encontrar o
conjunto minimo de cores para G.

O problema de decisdo com k > 3 é NP-Completo e o problema de otimizacado é
NP-Dificil o que significa que nédo existe um algoritmo executado em tempo polinomial

para os mesmos a ndo ser que P = NP.

11.1 Aplicacdes

As aplicacoes da coloracao de grafos estdo associadas a problemas de alocacao. Seguem

alguns exemplos citados por Kleinberg e Tardos (2005):

e Suponha uma colecao de n tarefas em um sistema que pode processd-los para-
lelamente, mas certos pares de tarefas ndo podem ser processados ao mesmo

tempo, pois usam algum mesmo recurso. Deseja-se executar em k unidades de
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tempo todos os recursos. Entdo, cria-se um grafo G no qual os vértices sao as
tarefas e as arestas ligam duas tarefas que ndo podem ser executadas no mesmo
tempo. Ao submeter G e k a um algoritmo de decisdo da coloragdo, pode-se obter

em que unidade de tempo cada tarefa deve ser executada.

* Suponha que deseja-se construir um compilador e no processo de compilacao
deve-se associar cada varidvel a um de k resgistradores disponiveis. Aqui, para
o grafo G, os vértices seriam as varidveis e as arestas conectam dois vértices
correspondentes a duas varidveis que estdo em uso ao mesmo tempo em algum
momento do programa. Um algoritmo de coloracao de decisdo ajudard a escolher

qual o registrador seguro para cada variavel.

* Deseja-se um dos k comprimentos de onda (transmissdo sem fio) para cada n
dispositivos, mas se dois dispositivos estiverem muito préximos, dois compri-
mentos de onda devem ser atribuidos para evitar interferéncias. Um algoritmo de
coloracao indicard qual comprimento de onda deve ser atribuido a cada um dos

n dispositivos.

11.2 Heuristica DSATUR

Considerando a dificuldade computacional de resolver a coloragao minima, ha diversos
métodos heuristicos propostos na literatura para atribuir uma coloragcdao admissivel,
relaxando o requisito de se obter o menor numero de cores possivel. Um destes méto-
dos é o DSATUR, proposto em Brélaz (1979). Se trata de um método guloso, no qual
seleciona-se iterativamente um vértice ndo colorido para obter uma cor. Como critério,
seleciona-se o vértice ndao-colorido com o maior valor na caracteristica chamada de
“saturacdo do grau”. A saturacao do grau de um vértice é obtida pela quantidade de
cores em vértices vizinhos. Quando hd um empate neste critério, o vértice de maior

grau € selecionado. O método DSATUR é apresentado no Algoritmo 37.
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Algoritmo 37: Método DSATUR
Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E)
1 X, —0VveV
2 D,—0VveV
3i<—0
4 whilei <|V|do
// Selecionando o vértice a ser colorido

5 u — argmaxycy{D,: X, =0}
6 S — Uvev:x,=0aD,=D, 1V}

7 if |S| > 1 then

8 | | we— argmaxyesid(v))

9 else

10 tw<—80

11 U—uw
// Colorindo o vértice u com uma cor admissivel
12 cviz «— Upenul Xy}
13 cand — {1,...,maximo(cviz) + 1} — cviz
14 cor — min(cand)
15 X, — cor

// Atualizando “saturacdo do grau” dos vértices vizinhos de u
16 foreach v € N(u) do

17 cviz' — Upenw) i Xw}

18 L D, — |cviZz' —{0}|

19 i—i+1

20 return X

11.3 Algoritmo de Lawler

O algoritmo de Lawler resolve o problema de otimizagdo e encontra o nimero corres-
pondente a menor quantidade de cores em G (LAWLER, 1976b). O algoritmo usa os
conjuntos independentes maximais' identificados a partir de subgrafos formados por

subconjuntos de vértices.

O algoritmo de Lawler é representado no Algoritmo 38. Nesse algoritmo, S possui
todos os subconjuntos de vértices possiveis (2!V! subconjuntos). Cada subconjunto
é utilizado para identificar qual a coloracdo minima considerando os vértices que

pertence a ele. Isso se baseia na recorréncia

1" Um conjunto independente maximal é um conjunto de vértices no qual cada vértice nao est4 co-

nectado a cada outro, e ndo exista outro vértice no grafo que poderia pertencer a esse conjunto
conservando essa propriedade.
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0 se S={},
OPT(G=(S,B) =

1+minI€1(G){OPT(G' =(S\L{{u,v}eE:u,ve S\I}))} caso contrario.

Nessa recorréncia, I(G) é um algoritmo que retorna os conjuntos independentes maxi-
mais do grafo (ou subgrafo) G.

Ainda quanto ao algoritmo, a funcdo f : 2" — Z mapeia um subconjunto do
conjunto de vértices em um numero inteiro obtido a partir de uma representacao
bindria ordenada do conjunto de vértices. O vetor X é indexado de acordo com esse

numero inteiro obtido por f(-). Xf(s) possui o coloragdo minima possivel considerando

o subconjunto de vértices S.

Algoritmo 38: Algoritmo de Lawler
Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E)

1 X — vetor indexado entre 0 e 2!V -1

2 XO —0

3S—2Y
// Suponha que S corresponde a ordem crescente dada por f(-)
foreach S € S\{{}} do

s—f(S)

4
5
6 X5 — o0
7
8
9

G — (S, {{u,v}e E:u,ve S}
foreach I € I(G’) do
i — f(S\D
10 if X; +1 < X, then
11 t X — X;j+1

12 return X,vi_;

11.3.1 Complexidade

O algoritmo demanda complexidade de tempo O(|V||E|2.4423!V1). Isso devido ao uso
da funcao de encontrar o conjunto indenpendente. Para maiores detalhes sobre esse e

outros algoritmos de coloracao de grafos, veja De Lima e Carmo (2019).
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11.4 Listar Conjuntos Independentes Maximais

Algoritmo 39: Listar Conjuntos Independentes Maximais
Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E)
// S é uma lista de todos os subconjuntos possiveis de vértices de V,
ordenados na ordem decrescente pela cardinalidade (tamanho) de cada

subconjunto.
1 S—2Y
2 R<1{}
3 foreach X € Sdo
// Verifica se X é um conjunto independente
4 ¢ — true
5 foreach v € X do
6 foreach u € X do
7 if {u, v} € E then
8 ¢ — false
9 break
10 if c = true then
11 remover todos os subconjuntos de X de S
12 R—Ru{X}

13 return R







CAPITULO

Caminho Critico

Método do Caminho Critico (CPM - Critical Path Method) e a técnica de revisdo e avalia-
¢do de programa (PERT - Program Evaluation and Review Technique) sao métodos para
tratar grafos de planejamento de projetos. Um projeto é definido como um conjunto
de atividades, sendo que cada atividade consome tempo e recursos determinados. O
objetivo dos métodos é fornecer maneiras analiticas de resolver a programacao das
atividades do projeto (TAHA, 2006).

Tanto para o CPM quanto para PERT, divide-se as fases de planejamento de projeto

nas seguintes etapas:
1. Definicdo das atividades do projeto, seus tempos e recursos;

2. Construcao do grafo representando as atividades seus tempos de execuc¢do as

interdependéncias entre as tarefas;
3. Calculo do caminho critico;
4. Programacao temporal das tarefas.

Segundo Taha (2006), CPM e PERT foram desenvolvidas independentemente uma
da outra. A diferenca entre elas é que CPM considera dura¢des deterministicas para as

atividades e PERT duracdes probabilisticas.
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Cada atividade do projeto serd um arco no grafo. Os vértices do grafo estabelecem

as precedéncias entre as atividades. Ha duas regras para se construir o grafo:

1. Cada atividade é representada por apenas um arco;

2. Para manter a corretude das relacoes de precedéncia, precisa-se responder as
seguintes perguntas: (i) quais atividades devem preceder imediatamente a ativi-
dade atual; (ii) quais atividades devem vir depois da atividade atual; e (ii7) quais

atividades devem ocorrer concorrentemente da atividade atual.

Para responder as perguntas da segunda regra, pode-se ter que criar atividades ficticias
para garantir correta precedéncia. Na Figura 10, hd um esquema de como resolver
conflito de recorréncia entre duas atividades, criando uma atividade inexistente com
duracao que demanda 0 unidades de tempo (arcos tracejados), de acordo com Taha

(2006).

Figura 10 - Utilizacdo de atividade ficticia para representar atividades concorrentes
(TAHA, 2006).
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Algoritmo 40: Listar Conjuntos Independentes Maximais

Input :um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado G = (V, E)

// S é uma lista de todos os subconjuntos possiveis de vértices de V,
ordenados na ordem descrescente pela cardinalidade (tamanho) da cada
subconjunto.

S—2V

R—{

foreach X € Sdo

// Verifica se X é um conjunto independente

c — true

foreach x € X do
foreach u € X do

if {u, v} € E then
¢ — false
L break

W N -

© 0 N o g s

10 if ¢ = true then
11 t remover todos os subconjuntos de X de SR — R U {X}

12 return R

12.1 Listar Conjuntos Independentes Maximais

12.2 Calculo do caminho critico

De acordo com Taha (2006), executam-se cdlculos com o objetivo de encontrar a du-
racao total necessdria para concluir o projeto e a classificacdao das atividades entre

1

criticas’ ou nao-criticas.

Considerando que evento é um ponto no tempo em que algumas tarefas sdo con-

cluidas e outras sdo iniciadas, define-se:
* E; é o tempo mais cedo da ocorréncia de um evento j;
 T; € o tempo mais tarde da ocorréncia de um evento j;
* D;; é aduragao da atividade representada pelo arco (i, j).

O célculo do caminho critico envolve dois passos: o forward-pass, que define Ej, e 0

backward-pass, que define T;.
1

Uma atividade é considerada critica se hd apenas como executéd-la em um tempo inicial e final
determinados cujo intervalo é igual a dura¢do da referida tarefa.
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Forward-pass

Inicialmente, determina-se E; = 0 para indicar que o evento inicial é o ponto de partida.
Depois, considera-se o vértice do evento j. Dados de arcos/atividades entrantes no

vértice j, calcula-se

Ej=maxyen-(j){Ev + Dy} (12.1)

O processo € concluido quando todos os vértices/eventos j tiverem seus valores E;

calculados.

Backward-pass

Ap6s a conclusao do forward-pass, inicia-se o backward-pass do vértice n, que repre-
senta o evento no qual todas as atividades ja foram concluidas.

Inicialmente, define-se T,, = E,,. Depois, para cada evento j, calcula-se
Tj =minyen+(H{Ty — Djv}. (12.2)

O processo € concluido no evento 1, quando define-se que E; = T; = 0.

Folgas

De acordo com Taha (2006), folgas ou flutuacgdes sdao os tempos disponiveis dentro do
intervalo de tempo para uma atividade nao critica. Geralmente calcula-se a folga total e
a folga livre.

A folga total € vinculada a cada atividade e € definida como TF;; = T; — E; — D;j. Ela
representa o excesso de tempo definido entre a ocorréncia mais cedo do evento i e a
ocorréncia mais tarde do evento j considerando a duracao da atividade (i, j).

A folga livre é também vinculada a cada atividade e € definida como FF;j = Ej —E; —
D; ;. Ela representa o excesso de tempo definido desde a ocorréncia mais cedo do vento

i até a ocorréncia mais cedo do evento j considerando a duracao da atividade (i, j).
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APENDICE

Revisao de Matematica Discreta

Conjuntos é uma colecdo de elementos sem repeticao em que a sequéncia nao importa.
No Brasil, utilizamos a seguinte notacdo para enumerar todos os elementos de um
conjunto. Na Equacao (A.1), é possivel visualizar a representacdo de um conjunto
denominado A, formado pelos elementos ey, e, ..., e,. Devido ao uso da virgula como
separador de decimais, usa-se formalmente o ponto-e-virgula. Para essa disciplina,
podemos utilizar a virgula como o separador de elementos em um conjunto, desde
que utilizados o ponto como separador de decimais'. Para dar nome a um conjunto,
geralmente utiliza-se uma letra maitiscula ou uma palavra com a inicial em maidscula.

A={e;ez...;en} (A.1)

H4 duas formas de definir conjuntos. A forma por enumeracdo por elementos,
utiliza notacdo semelhante a da Equacao (A.1). Sao exemplos de defini¢do de conjuntos
por enumeracao:

N={0,8,0,&};

* V={a,ei,o,u};

G={a,pB,7,0,6,(,n0,,x,A,uv,¢mp,0,T,0,0, X, ¥, w};

R =1{-100.9,12.432,15.0};
* D={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

A forma por descricdo de propriedades utiliza-se de uma notacdo que evidencia a natu-
reza de cada elemento pela descricao de um em um formato genérico. Por exemplo o
conjunto D, descrito na Equacao (A.2), denota um conjunto com os mesmos elementos
em{l,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

D={xe”Z|x>1Ax=<10} (A.2)

. Entdo para que complicar utilizando uma notacao nao enumerativa? Por dois motivos:
por questoes de simplicidade, dado a quantidade de conjuntos; ou para representar
conjuntos infinitos, como no exemplo dos inteiros pares Pares = {x € Z|x = 0( mod 2)}.
Para o conjunto dos pares, ainda podemos utilizar uma descri¢dao mais informal, mas

1 Nas anotacdes presentes nesse documento, utiliza-se a “notacio americana”. Para a Equacdo (A.1) ,

teria-se A= {ej,ez,...,en}.
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que é dependente da conhecimento sobre a linguagem Portuguesa: Pares = {x € Z| x é
inteiro e par}.
Para denotar a cardinalidade (quantidade de elementos) de um conjunto, utilizamos

o simbolo “|”. Para os conjuntos apresentados acima, é correto afirmar que:
* [N|=4;
* [VI=5
* |[R|=3;
e |D|=10;
¢ |Pares| = oco.

A cardinalidade pode ser utilizada para identificar quantos simbolos sdo necessérios
para representar um elemento. Por exemplo, |12,66| =5

Para denotar conjuntos vazios, adota-se duas formas de representac¢do: {} ou @.
Utilizando o operador de cardinalidade, tém-se |{}| = |@| = 0.

Como principais operacdes entre conjuntos, pode-se destacar:

* Unido (U): unido de dois conjuntos. Exemplo: {1,2,3,4,5}U{2,4,6,8} = {1,2,3,4,5,6,8};

* Interseccao (N): interseccdo de dois conjuntos. Exemplo: {1,2,3,4,5} U {2,4,6,8} =
{2,4};

* Diferenca (— ou \): diferenca de dois conjuntos. Exemplo {1,2,3,4,5}\{2,4,6,8} =
{1,3,5};

e Produto cartesiano (x): Exemplo {1,2,3}x{A, B} ={(1, A), (2, A), (3, A),(1,B),(2,B),(3,B)};

e Conjunto de partes (ou power set): o conjunto de todos os subconjuntos dos
elementos de um conjunto. Para o conjunto A = {1,2,3} o conjunto das partes
seria 24 = P(A) = {{}, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},12,3},{1,2,3}}.

Funcoes sao representadas de forma diferente na matematica discreta. Busca-se
estabelecer a relacao entre um conjunto de dominio (entrada da funcao) e um con-
tradominio (resposta da funcao). A Equacao (A.3) exibe a forma como é utilizada para
formalizar uma funcdo. Nesse formato, passa-se a natureza da entrada e da saida de
um problema. Por exemplo, a fun¢do que gera a correspondéncia entre o dominio dos
inteiros positivos em base decimal para base bindria seria f: x€ Z* — {0, 1308 (Ix1+1)

nome da funcao : dominio — contradominio (A.3)

Para representar uma colecao de itens onde a sequéncia importa e a repeticao
pode ocorrer, utiliza-se as tuplas. Uma tupla é representada da forma demonstrada na
Equacao (A.4).

A= (e, e,...,e,) (A.4)

. Um exemplo de uma tupla, pode ser lista de chamada de uma turma ordenada lexico-
graficamente.



APENDICE

Estruturas de Dados Auxiliares

B.1 Conjuntos Disjuntos

Para o algoritmo de Kruskal, é interessante manter um conjunto de conjuntos disjuntos,
no qual cada subconjunto representa um dos elementos de uma subarvore que compord
a Arvore Geradora Minima. Para representar esses conjunto disjuntos, utiliza-se uma
estrutura de dados sugerida no livro de (CORMEN et al., 2012).

Para a estrutura de conjuntos disjuntos, imagina-se que cada conjunto disjunto serd
uma arvore composta por nodos que serao representados pela tripla (p, rank,data),
na qual p é o nodo pai, rank é um limite superior da altura da arvore e data é o dado
armazenado naquele nodo.
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