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RelaçõesRelações

•• Ligações entre elementos de conjuntos são representadas Ligações entre elementos de conjuntos são representadas 
utilizando uma estrutura chamada utilizando uma estrutura chamada relaçãorelação..

•• Relações podem ser usadas para resolver problemas tais Relações podem ser usadas para resolver problemas tais 
como:como:

–– Determinar quais pares de cidades são ligadas por linhas Determinar quais pares de cidades são ligadas por linhas 
aéreas em uma redeaéreas em uma rede

–– Busca de uma ordem viável para as diferentes fases de Busca de uma ordem viável para as diferentes fases de 
um projetoum projeto

–– Elaboração de um modo útil de armazenar informação em Elaboração de um modo útil de armazenar informação em 
bancos de dados computacionaisbancos de dados computacionais



RelaçõesRelações

DefiniçãoDefinição: Um par ordenado (a,b) é uma lista de objetos a e b : Um par ordenado (a,b) é uma lista de objetos a e b 
em uma ordem estabelecida, com a aparecendo em primeiro em uma ordem estabelecida, com a aparecendo em primeiro 
e b em segundo.e b em segundo.
–– dois pares ordenados (adois pares ordenados (a11,b,b11) são ditos iguais (a) são ditos iguais (a22,b,b22) se e ) se e 

somente se asomente se a11=a=a22 e be b11=b=b22..

DefiniçãoDefinição: Se A e B são dois conjuntos não: Se A e B são dois conjuntos não--vazios, definevazios, define--se o se o 
produto cartesiano Aproduto cartesiano A××B como o conjunto de B como o conjunto de todostodos os pares os pares 
ordenados (a,b), com aordenados (a,b), com a∈∈ A e bA e b∈∈ B:B:

AA××B = {(a,b) | aB = {(a,b) | a∈∈ A e bA e b∈∈ B}B}

ExemploExemplo: A={1,2,3}    e     B={r,s}: A={1,2,3}    e     B={r,s}

AA××B = {(1,r),(1,s),(2,r),(2,s),(3,r),(3,s)}B = {(1,r),(1,s),(2,r),(2,s),(3,r),(3,s)}



RelaçõesRelações

•• Obs.: para quaisquer conjuntos finitos nãoObs.: para quaisquer conjuntos finitos não--vazios A e B, temos:vazios A e B, temos:

|A|A××B| = |A|.|B|B| = |A|.|B|

ExemploExemplo: Uma firma de pesquisa em marketing classifica uma : Uma firma de pesquisa em marketing classifica uma 
pessoa de acordo com 2 critérios:pessoa de acordo com 2 critérios:

1. sexo:   m=masculino ;  f=feminino1. sexo:   m=masculino ;  f=feminino

2. grau de escolaridade:  2. grau de escolaridade:  
g=ginásio; m=médio; f=faculdade; p=pósg=ginásio; m=médio; f=faculdade; p=pós--graduaçãograduação

–– sejam S={m,f}  e  L={g,m,f,p}sejam S={m,f}  e  L={g,m,f,p}
–– SS××L contL contéém todas as categorias de classificam todas as categorias de classificaçção (8)ão (8)
–– (f,f) representa mulheres que completaram a faculdade(f,f) representa mulheres que completaram a faculdade



RelaçõesRelações

DefiniçãoDefinição: Sejam A e B conjuntos. Uma : Sejam A e B conjuntos. Uma relação bináriarelação binária R de A em R de A em 
B é um subconjunto de AB é um subconjunto de A××B.B.

•• Quando (a,b) Quando (a,b) ∈∈ R, dizR, diz--se que se que a esta estáá relacionado com brelacionado com b por R.por R.

•• UsaUsa--se a notação  se a notação  a R ba R b para denotar que (a,b)para denotar que (a,b)∈∈ R.R.

•• Se a não está relacionado com b por R, escreveSe a não está relacionado com b por R, escreve--se se a R ba R b..

•• Ou: uma relação binária de A em B é um conjunto R de pares Ou: uma relação binária de A em B é um conjunto R de pares 
ordenados, onde o 1ordenados, onde o 1oo elemento de cada par vem de A e o 2elemento de cada par vem de A e o 2oo

vem de B, ou seja,  R vem de B, ou seja,  R ⊆⊆ AA××B .B .

•• Relações binárias representam ligações entre elementos de 2 Relações binárias representam ligações entre elementos de 2 
conjuntos.conjuntos.

-- veremos também relações nveremos também relações n--áriasárias
-- vamos omitir a palavra “binária”vamos omitir a palavra “binária”



RelaçõesRelações

ExemploExemplo: Sejam A={1,2,3} e B={r,s}.: Sejam A={1,2,3} e B={r,s}.

–– R={(1,r),(1,s),(2,s),(3,r)} é uma relação de A em B. R={(1,r),(1,s),(2,s),(3,r)} é uma relação de A em B. 
–– PodePode--se dizer:   1 R r, 1 R s, 2 R s, 3 R rse dizer:   1 R r, 1 R s, 2 R s, 3 R r
–– Mas:   Mas:   3 R s3 R s
–– Esta relação também pode ser representada por:Esta relação também pode ser representada por:

R r s 
1 × × 
2  × 
3 ×  
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RelaçõesRelações

ExemploExemplo: Seja A=B={1,2,3,4,5}. Define: Seja A=B={1,2,3,4,5}. Define--se a relação R (menor se a relação R (menor 
do que) sobre A como:do que) sobre A como:
–– a R b  se e somente se a<b.a R b  se e somente se a<b.
–– Neste caso: Neste caso: 

R={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5)}R={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5)}

ExemploExemplo: Seja A o conjunto de todas as cidades e seja B o : Seja A o conjunto de todas as cidades e seja B o 
conjunto dos 3 estados da região sul do Brasil.conjunto dos 3 estados da região sul do Brasil.

–– (a,b) (a,b) ∈∈ R se a cidade a estR se a cidade a estáá no estado bno estado b

–– Por exemplo, (Florianópolis, SC), (Maringá, PR), Por exemplo, (Florianópolis, SC), (Maringá, PR), 
(Curitiba,PR) e (Porto Alegre,RS) estão em R.(Curitiba,PR) e (Porto Alegre,RS) estão em R.



RelaçõesRelações

•• Observe que o que realmente importa em uma relação é que Observe que o que realmente importa em uma relação é que 
nós saibamos precisamente quais elementos em A estão nós saibamos precisamente quais elementos em A estão 
relacionados a quais elementos em B.relacionados a quais elementos em B.

ExemploExemplo: A={1,2,3,4}   e R é uma relação de A em A.: A={1,2,3,4}   e R é uma relação de A em A.

–– Se sabemos que 1 R 2, 1 R 3, 1 R 4, 2 R 3, 2 R 4 e 3 R 4, Se sabemos que 1 R 2, 1 R 3, 1 R 4, 2 R 3, 2 R 4 e 3 R 4, 
então nós sabemos tudo que é preciso saber sobre Rentão nós sabemos tudo que é preciso saber sobre R

–– Na verdade, R é a relação < (menor do que), mas isto nós Na verdade, R é a relação < (menor do que), mas isto nós 
não precisamos saber:  a lista já é suficiente.não precisamos saber:  a lista já é suficiente.

–– Podemos então escrever:Podemos então escrever:
R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

pois R é completamente determinada pela lista de pares.pois R é completamente determinada pela lista de pares.



Relações sobre um conjuntoRelações sobre um conjunto

DefiniçãoDefinição: Uma : Uma relação sobre o conjunto Arelação sobre o conjunto A é uma relação de A é uma relação de A 
para A.para A.
–– ou seja, é um subconjunto de Aou seja, é um subconjunto de A××A.A.

ExemploExemplo: Seja A o conjunto {1,2,3,4}. Quais pares ordenados : Seja A o conjunto {1,2,3,4}. Quais pares ordenados 
estão na relação R={(a,b) | a divide b}?estão na relação R={(a,b) | a divide b}?

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3),(4,4)}R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3),(4,4)}

Note que:Note que:

AA××AA={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,1),={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,1),
(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}



Relações sobre um conjuntoRelações sobre um conjunto

ExemploExemplo: Considere as seguintes relações sobre o conjunto dos : Considere as seguintes relações sobre o conjunto dos 
inteiros:inteiros:

RR11 = { (a,b) | a = { (a,b) | a ≤≤ b }b }
RR22 = { (a,b) | a = { (a,b) | a >> b }b }
RR33 = { (a,b) | a = { (a,b) | a == b ou a b ou a == --b }b }
RR44 = { (a,b) | a = { (a,b) | a == b }b }
RR55 = { (a,b) | a = { (a,b) | a == b+1 }b+1 }
RR66 = { (a,b) | a+b = { (a,b) | a+b ≤≤ 3 }3 }

Quais destas relações contêm cada um dos pares (1,1),(1,2),(2,1)Quais destas relações contêm cada um dos pares (1,1),(1,2),(2,1),(1,,(1,--1) 1) 
e (2,2)?e (2,2)?

Resp.Resp.: : (1,1) está em R(1,1) está em R11, R, R33, R, R44 e Re R6 6 

(1,2) está em R(1,2) está em R11 e Re R6 6 

(2,1) está em R(2,1) está em R22, R, R55 e Re R6 6 

(1,(1,--1) está em R1) está em R22, R, R33 e Re R66

(2,2) está em R(2,2) está em R11, R, R33 e Re R44



Relações sobre um conjuntoRelações sobre um conjunto

•• Quantas relações podem ser construídas sobre um conjunto Quantas relações podem ser construídas sobre um conjunto 
com n elementos?com n elementos?

–– Uma relação sobre A é um subconjunto de AUma relação sobre A é um subconjunto de A××AA

–– AA××A tem nA tem n22 elementoselementos

–– Um conjunto com m elementos tem 2Um conjunto com m elementos tem 2mm subconjuntossubconjuntos

–– Logo, háLogo, há subconjuntos de Asubconjuntos de A××A A 

–– O que significa que há O que significa que há relações possíveis sobre um relações possíveis sobre um 
conjunto com n elementos.conjunto com n elementos.

2n2

2n2



Conjuntos originados de relaçõesConjuntos originados de relações

DefiniçãoDefinição: Seja R : Seja R ⊆⊆ AA××B uma relaB uma relaçção de A em B. Então:ão de A em B. Então:

a) a) DomínioDomínio de R, denotado por Dom(R):de R, denotado por Dom(R):
-- Conjunto dos elementos em A que estão relacionadosConjunto dos elementos em A que estão relacionados

com algum elemento em Bcom algum elemento em B
-- ou: Dom(R) é o subconjunto de A formado por todos osou: Dom(R) é o subconjunto de A formado por todos os

primeiros elementos nos pares que aparecem em Rprimeiros elementos nos pares que aparecem em R

b) b) ContradomínioContradomínio de R, denotado por de R, denotado por RanRan(R):(R):
-- Conjunto dos elementos em B que são segundosConjunto dos elementos em B que são segundos

elementos de pares de Relementos de pares de R

-- ou: ou: RanRan(R) é o conjunto de todos os elementos em B que(R) é o conjunto de todos os elementos em B que
são relacionados a algum elemento em Asão relacionados a algum elemento em A

•• ou seja: elementos de A que não estão em Dom(R) não estão ou seja: elementos de A que não estão em Dom(R) não estão 
envolvidos na relação R de modo algumenvolvidos na relação R de modo algum

-- idem para elementos de B que não estão em idem para elementos de B que não estão em RanRan(R)(R)



Conjuntos originados de relaçõesConjuntos originados de relações

ExemploExemplo: Se R é a relação sobre A={1,2,3,4,5} dada por a R b : Se R é a relação sobre A={1,2,3,4,5} dada por a R b 
se e somente se a<b, então:se e somente se a<b, então:

Dom(R) = {1,2,3,4}Dom(R) = {1,2,3,4}

RanRan(R) = {2,3,4,5}(R) = {2,3,4,5}

NotaNota: R = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,: R = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5)} 5)} 



Conjuntos originados de relaçõesConjuntos originados de relações

DefiniçãoDefinição: Se x: Se x∈∈ A, defineA, define--se o conjunto R(x) dos se o conjunto R(x) dos RR--relativos de xrelativos de x
como sendo o conjunto de todos os y em B com a propriedade como sendo o conjunto de todos os y em B com a propriedade 
de que x estde que x estáá relacionado a y por R (x R y).relacionado a y por R (x R y).

–– ou seja:   R(x) = { y ou seja:   R(x) = { y ∈∈ B | x R y }B | x R y }

DefiniçãoDefinição: Similarmente: Similarmente, se A, se A11⊆⊆ A, então R(AA, então R(A11), o conjunto dos ), o conjunto dos RR--
relativos de Arelativos de A11 éé o conjunto de todos os y em B com a o conjunto de todos os y em B com a 
propriedade de que x estpropriedade de que x estáá relacionado a y por R com relacionado a y por R com xx∈∈ AA11..

–– ou seja:   R(Aou seja:   R(A11) = { y ) = { y ∈∈ B | x R y para algum x B | x R y para algum x ∈∈ AA11 }}

Obs.Obs.: note que R(A: note que R(A11) é a união dos conjuntos R(x), onde x) é a união dos conjuntos R(x), onde x∈∈ AA11



Conjuntos RConjuntos R--relativosrelativos

ExemploExemplo: Seja A=B={a,b,c,d} e seja: Seja A=B={a,b,c,d} e seja
R={(a,a),(a,b),(b,c),(c,a),(d,c),(c,b)}R={(a,a),(a,b),(b,c),(c,a),(d,c),(c,b)}

Então:Então:

R(a) = {a,b}R(a) = {a,b}

R(b) = {c}R(b) = {c}

Dom(R) = {a,b,c,d}Dom(R) = {a,b,c,d}

RanRan(R) = {a,b,c}(R) = {a,b,c}

se Ase A11={c,d}, então R(A={c,d}, então R(A11)={a,b,c})={a,b,c}



Operações em conjuntos ROperações em conjuntos R--relativosrelativos

TeoremaTeorema: Seja R uma relação de A em B e sejam A: Seja R uma relação de A em B e sejam A11 e Ae A22
subconjuntos de A. Então:subconjuntos de A. Então:

a) Se Aa) Se A11 ⊆⊆ AA22 , então R(A, então R(A11) ) ⊆⊆ R(AR(A22))

b) R(Ab) R(A11 ∪∪ AA22 ) = R(A) = R(A11) ) ∪∪ R(AR(A22))

c) R(Ac) R(A11 ∩∩ AA22 ) ) ⊆⊆ R(AR(A11) ) ∩∩ R(AR(A22))

ExemploExemplo: Seja A=B=Z, seja R a relação : Seja A=B=Z, seja R a relação ≤≤, e sejam , e sejam AA11={0,1,2} e ={0,1,2} e 
AA22={9,13}. Então:={9,13}. Então:

•• R(AR(A11) consiste de todos os n tais que 0) consiste de todos os n tais que 0≤≤n ou n ou 11≤≤nn ou ou 22≤≤nn..
•• Portanto, R(APortanto, R(A11)={0,1,2,...})={0,1,2,...}
•• Similarmente, R(ASimilarmente, R(A22)={9,10,...})={9,10,...}
•• De modo que R(ADe modo que R(A11))∩∩R(AR(A22)={9,10,...})={9,10,...}
•• Entretanto, AEntretanto, A11∩∩AA22==∅∅ , o que indica que R(, o que indica que R(AA11∩∩AA22)=)=∅∅



Conjuntos originados de relaçõesConjuntos originados de relações

•• Note que os conjuntos R(a), para a em A, determinam Note que os conjuntos R(a), para a em A, determinam 
completamente uma relação R.completamente uma relação R.

•• TeoremaTeorema: Sejam R e S relações de A em B. Se R(a)=S(a) : Sejam R e S relações de A em B. Se R(a)=S(a) 
para todo apara todo a∈∈ A, então R=S.A, então R=S.

•• ProvaProva::

–– Se a Se a R b, então bR b, então b∈∈ R(a). Portanto, bR(a). Portanto, b∈∈ S(a) e a S b. (RS(a) e a S b. (R⊆⊆ S)S)

–– Se a Se a S b, então bS b, então b∈∈ S(a). Portanto, bS(a). Portanto, b∈∈ R(a) e a R b. (SR(a) e a R b. (S⊆⊆ R)R)

–– Logo, Logo, R=SR=S



Representando relaçõesRepresentando relações

•• Há muitas maneiras de representar uma relação entre Há muitas maneiras de representar uma relação entre 
conjuntos finitos.conjuntos finitos.

•• Uma maneira é listar os pares ordenados.Uma maneira é listar os pares ordenados.

•• Também se pode usar:Também se pode usar:

–– matrizes de zeros e 1’smatrizes de zeros e 1’s

–– grafos direcionados (dígrafos)grafos direcionados (dígrafos)



Matrizes de relaçõesMatrizes de relações

DefiniçãoDefinição: Se A={a: Se A={a11,a,a22,...,a,...,amm} e B={b} e B={b11,b,b22,...,,...,bbnn} são conjuntos finitos e } são conjuntos finitos e 
R é uma relação de A em B, então R pode ser representada pela R é uma relação de A em B, então R pode ser representada pela 
matriz mmatriz m××n  n  MMRR=[=[mmijij], definida como:], definida como:

•• MMRR é denominada de é denominada de matriz de Rmatriz de R

ExemploExemplo: Sejam A={1,2,3} e B={r,s} e a relação R de A em B dada por : Sejam A={1,2,3} e B={r,s} e a relação R de A em B dada por 
R={(1,r),(2,s),(3,r)}. Então a matriz MR={(1,r),(2,s),(3,r)}. Então a matriz MRR de R é:de R é:
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Matrizes de relaçõesMatrizes de relações

ExemploExemplo: Defina a relação representada pela matriz:: Defina a relação representada pela matriz:

SoluçãoSolução: Como M é 3: Como M é 3××4, fazemos:4, fazemos:

A={aA={a11,a,a22,a,a33} } e     B={be     B={b11,b,b22,b,b33,b,b44}}

–– Então, como (aEntão, como (aii,b,bjj))∈∈ R se e somente se R se e somente se mmijij=1=1, temos:, temos:

R={(aR={(a11,b,b11),(a),(a11,b,b44),(a),(a22,b,b22),(a),(a22,b,b33),(a),(a33,b,b11),(a),(a33,b,b33)} )} 


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Representação de relações com dígrafosRepresentação de relações com dígrafos

•• DefiniçãoDefinição: Se A é um conjunto finito e R é uma relação sobre A, : Se A é um conjunto finito e R é uma relação sobre A, 
então R pode ser representada graficamente como segue:então R pode ser representada graficamente como segue:

–– desenhe um pequeno círculo para cada elemento de A e o desenhe um pequeno círculo para cada elemento de A e o 
nomeie com o correspondente elemento de A nomeie com o correspondente elemento de A →→ vvéérticesrtices

–– desenhe uma linha orientada, chamada de desenhe uma linha orientada, chamada de arestaaresta, do vértice a, do vértice aii
para o vértice para o vértice aajj se (ase (aii,a,ajj))∈∈ RR

A representação gráfica que resulta é chamada de “grafo A representação gráfica que resulta é chamada de “grafo 
direcionado” ou direcionado” ou dígrafodígrafo de R.de R.

•• Portanto, se R é uma relação sobre A, as arestas do dígrafo de RPortanto, se R é uma relação sobre A, as arestas do dígrafo de R
correspondem exatamente aos pares em R e os vértices correspondem exatamente aos pares em R e os vértices 
correspondem aos elementos do conjunto A.correspondem aos elementos do conjunto A.



Representação de relações usando dígrafosRepresentação de relações usando dígrafos

ExemploExemplo: Sejam  A={1,2,3,4} e : Sejam  A={1,2,3,4} e 
R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,4),(4,1)} R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,4),(4,1)} 

–– O dígrafo de R é:O dígrafo de R é:

3

4

1

2



Representação de relações usando dígrafosRepresentação de relações usando dígrafos

ExemploExemplo: Encontre a relação determinada pela figura abaixo:: Encontre a relação determinada pela figura abaixo:

1 3

2

4

SoluçãoSolução::

R={(1,1),(1,3),(2,3),(3,2),(3,3),(4,3)} R={(1,1),(1,3),(2,3),(3,2),(3,3),(4,3)} 



Representação de relações usando dígrafosRepresentação de relações usando dígrafos

•• Note que dígrafos nada mais são do que representações Note que dígrafos nada mais são do que representações 
geométricas de relações.geométricas de relações.
⇒⇒ qualquer afirmaqualquer afirmaçção feita a respeito de um dão feita a respeito de um díígrafo grafo éé nana

verdade uma afirmaverdade uma afirmaçção sobre a relaão sobre a relaçção correspondente.ão correspondente.

•• Isto é especialmente importante para teoremas sobre relações Isto é especialmente importante para teoremas sobre relações 
e suas provas:e suas provas:
-- frequentementefrequentemente é mais fácil ou mais claro estabelecer umé mais fácil ou mais claro estabelecer um
resultado em termos gráficos, mas a prova vai sempre estar resultado em termos gráficos, mas a prova vai sempre estar 
ligada à relação associada.ligada à relação associada.



Relações e dígrafosRelações e dígrafos

DefiniçãoDefinição: Se R é uma relação sobre um conjunto A e a: Se R é uma relação sobre um conjunto A e a∈∈ A, A, 
entãoentão::

ii) Oii) O grau de sagrau de saíída de ada de a éé o no núúmero de elementos mero de elementos bb∈∈ A taisA tais
que (a,b)que (a,b)∈∈ R.R.

i) Oi) O grau de entrada de agrau de entrada de a (com rela(com relaçção a R) ão a R) éé o no núúmero demero de
elementos elementos bb∈∈ A tais que (b,a)A tais que (b,a)∈∈ R.R.

–– Note que o grau de saNote que o grau de saíída de a da de a éé |R(a)||R(a)|



Relações e dígrafosRelações e dígrafos

ExemploExemplo: Seja A={a,b,c,d} e seja R uma relação sobre A que tenha : Seja A={a,b,c,d} e seja R uma relação sobre A que tenha 
como matriz:como matriz:

Construa o dígrafo de R e liste os graus de entrada e de saída dConstrua o dígrafo de R e liste os graus de entrada e de saída dos  vértices. os  vértices. 

Resp.Resp.:  :  R={(a,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c),(d,b),(d,d)}R={(a,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c),(d,b),(d,d)}

vértice a b c d
grau de entrada 2 3 1 1
grau de saída 1 1 3 2

a c

b

d



















=

1010
0111
0010
0001

M



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

DefiniçãoDefinição: Seja R uma relação sobre o conjunto A. Um : Seja R uma relação sobre o conjunto A. Um caminho de caminho de 
comprimento ncomprimento n em R de a para b é uma seqüência finita em R de a para b é uma seqüência finita 
ππ=a,x=a,x11,x,x22,...,,...,xxnn--11,b   tal que:,b   tal que:

a R xa R x11, x, x11 R xR x22, ... , , ... , xxnn--11 R bR b

•• Note que um caminho de comprimento n envolve n+1 elementos de Note que um caminho de comprimento n envolve n+1 elementos de 
A (não necessariamente distintos).A (não necessariamente distintos).

•• O modo mais fácil de visualizar um caminho é com o dígrafo de umO modo mais fácil de visualizar um caminho é com o dígrafo de uma a 
relação: relação: 

sucessão de arestas, seguindo os sentidos indicados.sucessão de arestas, seguindo os sentidos indicados.



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

ExemploExemplo: Considere o dígrafo:: Considere o dígrafo:

3

4

1 2

5

Então:Então:
ππ11 = 1,2,5,4,3 = 1,2,5,4,3 éé um caminho de comprimento 4 de 1 a 3um caminho de comprimento 4 de 1 a 3

ππ22 = 1,2,5,1 = 1,2,5,1 éé um caminho de comprimento 3 do vum caminho de comprimento 3 do véértice 1 para ele mesmortice 1 para ele mesmo

ππ33 = 2,2 = 2,2 éé um caminho de comprimento 1 do vum caminho de comprimento 1 do véértice 2 para ele mesmortice 2 para ele mesmo



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

•• Um caminho que começa e termina no mesmo vértice é Um caminho que começa e termina no mesmo vértice é 
chamado de um chamado de um ciclociclo ((ππ22 e e ππ33 são ciclos).são ciclos).

•• Caminhos de comprimento 1 podem ser identificados pelos Caminhos de comprimento 1 podem ser identificados pelos 
pares ordenados (x,y) que pertencem a R.pares ordenados (x,y) que pertencem a R.

•• Caminhos em relações R podem ser usados para definir novas Caminhos em relações R podem ser usados para definir novas 
relações bastante úteis.relações bastante úteis.

DefiniçãoDefinição: (relação R: (relação Rnn sobre A)sobre A)
x Rx Rnn y significa que há um y significa que há um caminho de comprimento ncaminho de comprimento n de de 
x até y em R.x até y em R.

DefiniçãoDefinição: (relação R: (relação R∞∞ sobre A)sobre A)
x Rx R∞∞ y significa que há algum caminho em R de x até y.y significa que há algum caminho em R de x até y.
(R(R∞∞ é chamada de é chamada de relação de conectividaderelação de conectividade para R)para R)



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

•• Note que RNote que Rnn(x) consiste de todos os vértices que podem ser (x) consiste de todos os vértices que podem ser 
alcançados a partir de x por meio de um caminho em R de alcançados a partir de x por meio de um caminho em R de 
comprimento n.comprimento n.

•• O conjunto RO conjunto R∞∞(x) consiste de todos os vértices que podem ser (x) consiste de todos os vértices que podem ser 
alcançados a partir de x por meio de alcançados a partir de x por meio de algumalgum caminho em R.caminho em R.

Exemplo1Exemplo1: Seja A o conjunto de todos os seres humanos vivos e seja R : Seja A o conjunto de todos os seres humanos vivos e seja R 
a relação “conhecimento mútuo” (a R b significa que a e b se a relação “conhecimento mútuo” (a R b significa que a e b se 
conhecem). Então:conhecem). Então:

•• A RA R22 b significa que a e b têm um conhecido em comum.b significa que a e b têm um conhecido em comum.

•• Em geral, Em geral, aa RRnn bb se se aa conhece alguém (conhece alguém (xx11), que conhece ), que conhece xx22, ..., que , ..., que 
conhece conhece xxnn--11, que conhece , que conhece bb..

•• Finalmente, a RFinalmente, a R∞∞ b significa que existe alguma lista encadeada de b significa que existe alguma lista encadeada de 
conhecidos que começa em a e termina em b.conhecidos que começa em a e termina em b.

•• Questão: será que toda dupla de brasileiros está relacionada porQuestão: será que toda dupla de brasileiros está relacionada por RR∞∞??



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

Exemplo2Exemplo2: Seja A o conjunto de cidades brasileiras, e seja x R y se há : Seja A o conjunto de cidades brasileiras, e seja x R y se há 
algum vôo direto (de alguma cia aérea) de x para y.algum vôo direto (de alguma cia aérea) de x para y.

•• x e y estão relacionados por Rx e y estão relacionados por Rnn se for possível agendar um vôo de x se for possível agendar um vôo de x 
para y com exatamente npara y com exatamente n--1 paradas intermediárias1 paradas intermediárias

•• x Rx R∞∞ y se for possível ir de avião de x para y.y se for possível ir de avião de x para y.

Exemplo3Exemplo3: Seja A={1,2,3,4,5,6} e sejam os dígrafos das relações R e : Seja A={1,2,3,4,5,6} e sejam os dígrafos das relações R e 
RR2  2  sobre A dados por:sobre A dados por:

3 4

1 2 5

6 3 4

1 2 5

6



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

Exemplo3 (cont.)Exemplo3 (cont.)::

•• Uma linha conecta 2 vértices no dígrafo para RUma linha conecta 2 vértices no dígrafo para R22 somente se existir somente se existir 
um caminho de comprimento 2 conectando os mesmos vértices no um caminho de comprimento 2 conectando os mesmos vértices no 
dígrafo para Rdígrafo para R11..

•• Portanto:Portanto:

1 R1 R22 2  porque  1 R 2    e    2 R 22  porque  1 R 2    e    2 R 2
1 R1 R22 4  porque  1 R 2    e    2 R 44  porque  1 R 2    e    2 R 4
1 R1 R22 5  porque  1 R 2    e    2 R 55  porque  1 R 2    e    2 R 5
2 R2 R22 2  porque  2 R 2    e    2 R 22  porque  2 R 2    e    2 R 2
e assim sucessivamente.e assim sucessivamente.

•• De um modo similar, podemos construir o dígrafo de RDe um modo similar, podemos construir o dígrafo de Rnn para para 
qualquer n.qualquer n.



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

Exemplo4Exemplo4: Sejam A={a,b,c,d,e} e: Sejam A={a,b,c,d,e} e
R={(a,a),(a,b),(b,c),(c,e),(c,d),(d,e)}.R={(a,a),(a,b),(b,c),(c,e),(c,d),(d,e)}.

Compute (a) RCompute (a) R22 (b) R(b) R∞∞

SoluçãoSolução: o dígrafo de R é dado por: : o dígrafo de R é dado por: 

(a) Portanto:    R(a) Portanto:    R22 = {(a,a),(a,b),(a,c),(b,e),(b,d),(c,e)} = {(a,a),(a,b),(a,c),(b,e),(b,d),(c,e)} 

b

a d

c

e



Caminhos em relações e dígrafosCaminhos em relações e dígrafos

Exemplo4 (cont.)Exemplo4 (cont.): : 

(b) R(b) R∞∞ = “todos os pares ordenados de vértices para os quais há um= “todos os pares ordenados de vértices para os quais há um
caminho de qualquer comprimento do primeiro vértice para ocaminho de qualquer comprimento do primeiro vértice para o
segundo”segundo”

ou seja:ou seja:

RR∞∞ = {(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(a,e),(b,c),(b,d),(b,e),(c,d),(c,e),= {(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(a,e),(b,c),(b,d),(b,e),(c,d),(c,e),(d,e)}(d,e)}

–– Por exemplo, (a,d)Por exemplo, (a,d)∈∈ RR∞∞, j, jáá que hque háá um caminho de comprimento 3 um caminho de comprimento 3 
de a para d:     de a para d:     ““a,b,c,da,b,c,d””..

–– Similarmente, (a,e)Similarmente, (a,e)∈∈ RR∞∞, j, jáá que hque háá um caminho de comprimento 3 um caminho de comprimento 3 
de a para e:   de a para e:   ““a,b,c,ea,b,c,e”” (assim como (assim como ““a,b,c,d,ea,b,c,d,e””))



Produto Produto booleanobooleano

ExemploExemplo: Encontre o produto : Encontre o produto booleanobooleano de A e B, onde:de A e B, onde:

















=
01
10
01

A 







=

110
011

B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
















∧∨∧∧∨∧∧∨∧
∧∨∧∧∨∧∧∨∧
∧∨∧∧∨∧∧∨∧

=⊗
100110110011
110011100110
100110110011

BA

















∨∨∨
∨∨∨
∨∨∨

=⊗
000101
101000
000101

BA



Caminhos em relações e matrizesCaminhos em relações e matrizes

ExemploExemplo: Sejam A e R como no exemplo anterior. Então:: Sejam A e R como no exemplo anterior. Então:

(2,4)

1 = (01 = (0∧∧ 0) 0) ∨∨ (0(0∧∧ 0) 0) ∨∨ (1(1∧∧ 11) ) ∨∨ (0(0∧∧ 0) 0) ∨∨ (0(0∧∧ 0)0)























=

00000
10000
11000
00100
00011

MR























=























⊗























=⊗=⇒

00000
00000
10000
11000
00111

00000
10000
11000
00100
00011

00000
10000
11000
00100
00011

MMM RRR 2

(2,4)



Caminhos em relações e matrizesCaminhos em relações e matrizes

•• Seja R uma relação sobre A={aSeja R uma relação sobre A={a11,a,a22,...,,...,aann} e seja M} e seja MRR uma uma 
matriz nmatriz n××n representando Rn representando R..

TeoremaTeorema: Se R é uma relação sobre A={a: Se R é uma relação sobre A={a11,a,a22,...,,...,aann} então:} então:

ProvaProva::
•• Seja MSeja MRR=[=[mmijij] and M] and MRR22=[=[nnijij]; ]; 
•• o elemento o elemento nnijij de Mde MRR⊗⊗ MMRR será = 1 se a será = 1 se a linha ilinha i do 1do 1oo MMRR e a e a 

coluna jcoluna j do 2do 2oo MMRR tiverem um ntiverem um noo 1 na mesma posição relativa 1 na mesma posição relativa 
(digamos k);(digamos k);

•• ou seja,  ou seja,  nnijij=1=1 se  se  mmikik=1=1 e e mmkjkj=1=1 para algum kpara algum k
⇒⇒ se se nnijij=1=1, então a, então ai i RR aakk e   e   aakk RR aajj

•• portanto, portanto, nnijij=1=1 ⇒⇒ aai i RR2 2 aajj ..

RRR
MMM 2 ⊗=



Caminhos em relações e matrizesCaminhos em relações e matrizes

•• Esta idéia pode ser generalizada:Esta idéia pode ser generalizada:

TeoremaTeorema: Para n: Para n ≥≥ 2 e para uma rela2 e para uma relaçção R sobre A, temos:ão R sobre A, temos:

(n fatores)(n fatores)RRRR
MMMM n ⊗⊗⊗= �



Caminhos em relações e matrizesCaminhos em relações e matrizes

•• ExercícioExercício: Para a relação R cujo dígrafo é dado abaixo,: Para a relação R cujo dígrafo é dado abaixo,

a) Desenhe os dígrafos de Ra) Desenhe os dígrafos de R22 e Re R∞∞

b) Encontre Mb) Encontre MRR
2   2   e e MMRR

∞∞

2

41

3

56


