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RelacOes

e Ligacdes entre elementos de conjuntos sé&o representadas
utilizando uma estrutura chamada relac3o.

e Relacbes podem ser usadas para resolver problemas tais
como:

— Determinar quais pares de cidades séo ligadas por linhas
aéreas em uma rede

— Busca de uma ordem viavel para as diferentes fases de
um projeto

— Elaboracdo de um modo util de armazenar informagao em
bancos de dados computacionais



RelacOes

Definicao: Um par ordenado (a,b) € uma lista de objetosae b
em uma ordem estabelecida, com a aparecendo em primeiro
e b em segundo.

— dois pares ordenados (a,,b,) sao ditos iguais (a,,b,) se e
somente se a,=a, e b,=h..

Definicdo: Se A e B s&o dois conjuntos néo-vazios, define-se o
produto cartesiano AxXB como o conjunto de todos os pares
ordenados (a,b), com alJA e b[IB:

AxB = {(a,b) | allA e bB}

Exemplo: A={1,2,3} e B={rs}
AxB = {(1,r),(1,s),(2,r),(2,5),(3,r),(3,9)}



RelacOes

Exemplo: Uma firma de pesquisa em marketing classifica uma
pessoa de acordo com 2 critérios:

1. sexo: m=masculino ; f=feminino

2. grau de escolaridade:
g=ginasio; m=medio; f=faculdade; p=poés-graduacao

— sejam S={m,f} e L={g,m.f,p}
— SxL contém todas as categorias de classificacdo (8)
— (f,f) representa mulheres que completaram a faculdade

e QObs.: para quaisquer conjuntos finitos ndo-vazios A e B, temos:

|AxB| = |A].|B]



RelacOes

Definicao: Sejam A e B conjuntos. Uma relacdo binaria R de A em
B € um subconjunto de AxB.

e Qu: uma relacéo binaria de A em B € um conjunto R de pares
ordenados, onde o 1° elemento de cada par vem de A e 0 2°
vem de B, ou seja, R [0 AxB .

e Quando (a,b) O R, diz-se que a esta relacionado com b por R.

e Usa-se a notacdo a R b para denotar que (a,b)0R.
e Se a ndo esté relacionado com b por R, escreve-se a # b.

e Relacdes binarias representam ligacdes entre elementos de 2
conjuntos.
- veremos também relacdes n-arias
- vamos omitir a palavra “binaria”



RelacOes

Exemplo: Sejam A={1,2,3} e B={r,s}.
- R={(1,n,(1,s),(2,5),(3,r)} € uma relacdo de A em B.
— Pode-se dizer: 1Rr,1Rs,2Rs,3Rr

— Mas: 3Rs
— Esta relacdo também pode ser representada por:
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RelacOes

Exemplo: Seja A=B={1,2,3,4,5}. Define-se a relagcao R (menor
do que) sobre A como:

— a R b se e somente se a<b.

— Neste caso:
R={(1,2),(1,3).(1,4),(1,5),(2,3).(2,4).(2,5),(3,4).(3,9),(4,9)}

Exemplo: Seja A o conjunto de todas as cidades e seja B o
conjunto dos 3 estados da regiao sul do Brasil.

— (a,b) O R se a cidade a esta no estado b

— Por exemplo, (Floriandpolis, SC), (Maringa, PR),
(Curitiba,PR) e (Porto Alegre,RS) estdo em R.



RelacOes

Observe que o que realmente importa em uma relacéo € que
nds saibamos precisamente quais elementos em A estao
relacionados a quais elementos em B.

Exemplo: A={1,2,3,4} e R é uma relacdo de A em A.

— Sesabemosque 1R2,1R3,1R4,2R3,2R4e 3R,
entao nos sabemos tudo que é preciso saber sobre R

— Na verdade, R € a relacao < (menor do que), mas isto nés
nNao precisamos saber: a lista ja € suficiente.

— Podemos entao escrever:

R={(1,2).(1,3).(1,4).(2,3).(2.4).(3.4)}
pois R é completamente determinada pela lista de pares.



RelagcOes sobre um conjunto

Definicdo: Uma relacdo sobre o conjunto A € uma relacao de A
para A.
— 0u seja, € um subconjunto de AxA.

Exemplo: Seja A o conjunto {1,2,3,4}. Quais pares ordenados
estao na relacao R={(a,b) | a divide b}?

R={(1,1).(1.2).(1,3).(1.4).(2,2).(2,4).(3.3).(4.4)}

Note que:

AxA={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,1),
(3,2),(3.3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3).(4.4)}



RelagcOes sobre um conjunto

Exemplo: Considere as seguintes relagcdes sobre o conjunto dos
inteiros:

(a,b) |a<b}

(a,b) |a>b}

(a,b) |]la=boua=-b}
(a,b) |a=b}

(a,b) |a=b+1}

(a,b) | atb <3}

Quais destas relagbes contém cada um dos pares (1,1),(1,2),(2,1),(1,-1)
e (2,2)?
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Resp.: (1,1) estaem R, R;, R, € R
(1,2) estaem R, e Ry
(2,1) estaemR,, R e Rq
(1,-1) estaem R,, R; e Rq
(2,2) estaem R, R; e R,



RelagcOes sobre um conjunto

e Quantas relacdes podem ser construidas sobre um conjunto
com n elementos?

— Uma relacdo sobre A € um subconjunto de AxA
— AXA tem n? elementos
— Um conjunto com m elementos tem 2™ subconjuntos

— Logo, ha 2" subconjuntos de AxA

2
— O que significa que ha 2" relagdes possiveis sobre um
conjunto com n elementos.



Conjuntos originados de relacoes

Definicdo: Seja R [0 AXB uma relacédo de A em B. Entao:

a) Dominio de R, denotado por Dom(R):

- Conjunto dos elementos em A que estao relacionados
com algum elemento em B

- ou: Dom(R) € o subconjunto de A formado por todos 0s
primeiros elementos nos pares que aparecem em R

b) Contradominio de R, denotado por Ran(R):

- Conjunto dos elementos em B que sao segundos
elementos de pares de R

- ou: Ran(R) € o conjunto de todos os elementos em B que
sao relacionados a algum elemento em A

e o0u seja: elementos de A que nao estao em Dom(R) nao estao
envolvidos na relagdao R de modo algum
- idem para elementos de B que n&o estdo em Ran(R)



Conjuntos originados de relacoes

Exemplo: Se R é a relacédo sobre A={1,2,3,4,5} dada poraR b
se e somente se a<b, entao:

Dom(R) = {1,2,3,4}

Ran(R) = {2,3,4,5}

Nota: R = {(1,2),(1,3).(1,4).(1,5).(2.3).(2,4).(2,5).(3,4).(3,5).(4,5)}



Conjuntos originados de relacoes

Definicdo: Se x[JA, define-se o conjunto R(xX) dos R-relativos de x
como sendo o conjunto de todos os y em B com a propriedade
de que x esta relacionado a 'y por R (X R y).

—ouseja: RX)={yUB|xRy}

Definicdo: Similarmente, se A,UA, entao R(A,), o conjunto dos R-
relativos de A, € o conjunto de todos os 'y em B com a
propriedade de que x esta relacionado a y por R com xUA,.

— ouseja: R(A)={yUB|xRyparaalgumx A, }

Obs.: note que R(A,) é a uniao dos conjuntos R(x), onde x[JA;



Conjuntos R-relativos

Exemplo: Seja A=B={a,b,c,d} e seja

R={(a,a).(a.b).(b,c).(c,a),(d,c),(c.b)}

Entao:

R(a) = {a,b}
R(b) = {c}
se A,={c.,d}, entdo R(A,)={a,b,c}

Dom(R) = {a,b,c,d}
Ran(R) = {a,b,c}



Operacdes em conjuntos R-relativos

Teorema: Seja R uma relagéo de A em B e sejam A, e A,

subconjuntos de A. Entéo:

a) Se A, A, , entao R(A)) OO R(A,)
b) R(A; U A;) =R(A) U R(A)
c) R(A; n A,) OR(A) n R(A,)

Exemplo: Seja A=B=Z, seja R a relagao <, e sejam A,={0,1,2} e
A,={9,13}. Entao:

R(A,) consiste de todos os n tais que 0<n ou 1<n ou 2<n.
Portanto, R(A,)={0,1,2,...}

Similarmente, R(A,)={9,10,...}

De modo que R(A;)nR(A,)={9,10,...}

Entretanto, A;nA,=0, o que indica que R(A;nA,)=0



Conjuntos originados de relacoes
e Note que os conjuntos R(a), para a em A, determinam
completamente uma relagao R.

e Teorema: Sejam R e S relacOes de A em B. Se R(a)=S(a)
para todo alJA, entao R=S.

e Prova:
— Se a R b, entdo bJR(a). Portanto, b1S(a) e a S b. (ROS)
— Se a S b, entédo bJS(a). Portanto, b[JR(a) e a R b. (SOR)

— Logo, R=S



Representando relacoes

e Ha muitas maneiras de representar uma relacdo entre
conjuntos finitos.

e Uma maneira é listar os pares ordenados.
e Também se pode usar:

— matrizes de zeros e 1's

— grafos direcionados (digrafos)



Matrizes de relacOes

Definicao: Se A={a,,a,,...,a,} € B={b,,b,,...,b } sdo conjuntos finitos e
R € uma relacdo de A em B, entdo R pode ser representada pela
matriz mxn Mg=[m;], definida como:

|1 se (ai,bj)DR
710 se (a,.b,)OR

M, e denominada de matriz de R

Exemplo: Sejam A={1,2,3} e B={r,s} e a relacdo R de A em B dada por
R={(1,r),(2,s),(3,r)}. Entdo a matriz My de R é:

M R(3x2) —

, O
o B O




Matrizes de relacOes

Exemplo: Defina a relacao representada pela matriz:

<

I
R O
o B O

0
1
1

o O -

Solucdo: Como M é 3x4, fazemos:
A={a,,a,,a;,} e B={b,,b,,b;,b,}
— Entao, como (a;,b;)UR se e somente se m;=1, temos:
R={(a;,b,).(a1,0,).(8,.0,).(8;.05).(83,0,).(a3,05) }



Representacao de relagcdes com digrafos

Definicdo: Se A é um conjunto finito e R é uma relagao sobre A,

entado R pode ser representada graficamente como segue:

— desenhe um pequeno circulo para cada elemento de Ae o
nomeie com o correspondente elemento de A - vértices

— desenhe uma linha orientada, chamada de aresta, do vertice a,
para o vertice a; se (a,3)0R

A representacao grafica que resulta € chamada de “grafo
direcionado” ou dligrafo de R.

Portanto, se R € uma relagdo sobre A, as arestas do digrafo de R
correspondem exatamente aos pares em R e 0s vertices
correspondem aos elementos do conjunto A.



Representacao de relacdes usando digrafos

Exemplo: Sejam A={1,2,3,4} e
R={(1.1).(1,2),(2,1).(2,2).(2,3).(2,4).(3.4),(4.1)}

— O digrafo de R é:




Representacao de relacdes usando digrafos

Exemplo: Encontre a relacdo determinada pela figura abaixo:

Solucao:
R={(1,1).(1.3).(2.3).(3.2).(3.3).(4.3)}



Representacao de relacdes usando digrafos

e Note que digrafos nada mais sao do que representacoes
geometricas de relagoes.

= qualquer afirmacao feita a respeito de um digrafo é na
verdade uma afirmacao sobre a relagao correspondente.

e |sto é especialmente importante para teoremas sobre relacoes
e suas provas:
- frequentemente é mais facil ou mais claro estabelecer um
resultado em termos graficos, mas a prova vai sempre estar
ligada a relacdo associada.



RelacOes e digrafos

Definicao: Se R é uma relagédo sobre um conjunto A e allA,
entao:

1) O grau de entrada de a (com relacdo a R) € o numero de
elementos bLA tais que (b,a)lR.

i) O grau de saida de a € o numero de elementos b[JA tais
gue (a,b)0R.

— Note que o grau de saida de a é |R(a)]



Relacdes e digrafos

Exemplo: Seja A={a,b,c,d} e seja R uma relagao sobre A que tenha
como matriz:

0 0O

o +— O B

100
110
10 1

Construa o digrafo de R e liste os graus de entrada e de saida dos vertices.
Resp.: R={(a,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c),(d,b),(d,d)}

vértice a b c¢c d
@A . graudeentrada 2 3 1 1
grau de saida 1 1 3 2




Caminhos em relacOes e digrafos

Definicdo: Seja R uma relagao sobre o conjunto A. Um caminho de
comprimento nem R de a para b € uma sequéncia finita
T=a,X,,X,,...,X,.1,0  tal que:

aRX, X, RX,, ..., X, RD

e Note que um caminho de comprimento n envolve n+1 elementos de
A (n&o necessariamente distintos).

O modo mais facil de visualizar um caminho é com o digrafo de uma
relacao:
sucessao de arestas, seguindo os sentidos indicados.



Caminhos em relacOes e digrafos

Exemplo: Considere o digrafo:

Entéao:
m = 1,2,5,4,3 € um caminho de comprimento 4 de 1 a 3

M, = 1,2,5,1 € um caminho de comprimento 3 do vértice 1 para ele mesmo
T, = 2,2 € um caminho de comprimento 1 do vertice 2 para ele mesmo



Caminhos em relacOes e digrafos

e Um caminho que comeca e termina no mesmo vertice é
chamado de um ciclo (T, e 11, séo ciclos).

e Caminhos de comprimento 1 podem ser identificados pelos
pares ordenados (X,y) que pertencem a R.

e Caminhos em relacdes R podem ser usados para definir novas
relacOes bastante Uteis.

Definicao: (relacao R" sobre A)
X R" y significa que ha um caminho de comprimento n de
X até y em R.

Definicao: (relacao R sobre A)
X R y significa que ha algum caminho em R de x até .
(R> é chamada de relacdo de conectividade para R)




Caminhos em relacfes e digrafos

e Note que R"(x) consiste de todos os vértices que podem ser
alcancados a partir de x por meio de um caminho em R de
comprimento n.

e O conjunto R*(x) consiste de todos os vertices que podem ser
alcancados a partir de x por meio de alqum caminho em R.

Exemplol: Seja A o conjunto de todos os seres humanos vivos e seja R
a relacdo “conhecimento mutuo” (a R b significa que a e b se
conhecem). Entéo:

e A R? b significa que a e b tém um conhecido em comum.

« Em geral, aR" b se a conhece alguém (x,), que conhece Xx,, ..., que

conhece x,_,, que conhece b.

e Finalmente, a R b significa que existe alguma lista encadeada de
conhecidos que comecga em a e termina em b.

e Questado: sera que toda dupla de brasileiros esta relacionada por R*?



Caminhos em relacOes e digrafos

Exemplo2: Seja A o conjunto de cidades brasileiras, e seja x Ry se ha
algum voo direto (de alguma cia aérea) de x paray.

e X ey estao relacionados por R" se for possivel agendar um vdo de x
para y com exatamente n-1 paradas intermediarias

e X Ry se for possivel ir de avido de x paray.

Exemplo3: Seja A={1,2,3,4,5,6} e sejam os digrafos das relagdes R e
R2 sobre A dados por:

© @ 5 G‘N




Caminhos em relacOes e digrafos

Exemplo3 (cont.):

 Uma linha conecta 2 vertices no digrafo para R, somente se existir
um caminho de comprimento 2 conectando 0s mesmos veértices no
digrafo para R;.

e Portanto:
1R22 porque 1R2 e 2R2
1R24 porque 1R2 e 2R4
1R25 porque 1R2 e 2R5
2R%22 porque 2R2 e 2R2

e assim sucessivamente.

e De um modo similar, podemos construir o digrafo de R" para
gualquer n.



Caminhos em relacfes e digrafos

Exemplo4: Sejam A={a,b,c,d,e} e

R={(a,a),(a,b),(b,c),(c,e),(c,d),(d,e)}.
Compute (a) R> (b) R*

Solucéo: o digrafo de R € dado por:

(a) Portanto: R? = {(a,a),(a,b),(a,c),(b,e),(b,d),(c,e)}



Caminhos em relacOes e digrafos

Exemplo4 (cont.):

(b) R~ = “todos os pares ordenados de veértices para 0s quais ha um
caminho de qualguer comprimento do primeiro vértice para o
segundo”

ou seja.:

R* = {(a,a),(a,b),(a,c).(a,d).(a.e).(b,c),(b,d),(b,e).(c.d).(c.e).(d.e)}

— Por exemplo, (a,d)0R>, ja que ha um caminho de comprimento 3
de aparad: “a,b,c,d”.

— Similarmente, (a,e)(JR>, ja que ha um caminho de comprimento 3
de a para e: “a,b,c,e” (assim como “a,b,c,d,e”)



Produto booleano

Exemplo: Encontre o produto booleano de A e B, onde:

Lo 1 10

(101)o(ooo) (o1)o(oo1) (oo)o(omi)
A0OB=|(001)0@0o) (oo1)o@m1) (ooo)o(mi)
(i01)o(0oo) @o1)o(om) (@oo)o(o o)

100 100 000
AOB=(000 001 0
100 100 000




(2,4)

Exemplo: Sejam A e R como no exemplo anterior. Entao:

Caminhos em relacbes e matrizes
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Caminhos em relacbes e matrizes

e Seja R uma relagéo sobre A={a,,a,,...,a,} e seja M, uma
matriz nxn representando R.

Teorema: Se R € uma relagdo sobre A={a,,a,,...,a,} entdo:

M_. =M, OM,

Prova:

e Seja Mg=[m;] and Mg,=[n;];

e o0 elemento n; de MM, sera = 1 se a /inha /do 1° M e a
coluna J do 2° M, tiverem um n° 1 na mesma posicao relativa
(digamos k);

e ouseja, n;=1 se m=1e m,=1 para algum k

= se n;=1, entao a,Ra, e aRa

e portanto, n;=1 = aR%3g.



Caminhos em relacbes e matrizes

e Esta idéia pode ser generalizada:

Teorema: Para n = 2 e para uma relacao R sobre A, temos:

M., =M. OM.0O...0M, (n fatores)



Caminhos em relacbes e matrizes

e Exercicio: Para a relacao R cujo digrafo € dado abaixo,

a) Desenhe os digrafos de R? e R*
b) Encontre M2 e My

»
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