Relactes
« LigagOes entre elementos de conjuntos séo
representados usando uma estrutura chamada
relacéo.
« No nosso dia-a-dia estamos freglientemente
utilizando o conceito de relagles:
— Comparar objetos (maior, menor, igual);
— Marido-Mulher, Pai-para-filho, Pai-mée-filho; etc.
» RelagBes podem ser usadas para resolver
problemas tais como:
— Determinar quais pares de cidades sdo ligadas por
linhas aéreas em umarede;
— Buscade umaordem vidvel para diferentes fases de um
projeto;
— Elaboraggo de um modo Util de armazenar informagdes
em bancos de dados computacionais.

Relacbes
 Defini¢&o de Relagdes:
— Pode-se definir relagdes como um subconjunto do
produto cartesiano entre conjuntos.
* RelagBes Binérias:
— Dados dois conjuntos quaisquer A e B, umarelacdo

binéria entre A e B é um subconjunto obtido do
produto cartesiano AxB destes conjuntos.

— Umarelaggo bindriade A em B € um conjunto R de
pares ordenados, onde o 1° elemento de cada par vem
deA eo2°vemdeB, ou sgjaRI AxB.

— Quando (a,b)l R, diz-se que a esté relacionado com B.
— Usa-seanotagio aR b, para denotar que (ab) R.

— O nimero de relagBes binérias de A em B é dado por
2RI

Relactes
* Exemplo:
— A={1,2,3} eB={r,s}
— AxB={(1,r),(1,5),(2:1),(2,9),(3,r),(3,5)} €0 Produto
Cartesiano de A e B.
- R={(1).(1,9),(29.,(31)} éumaRelagio de A em B.
— Pode-sedizer: 1Rs, 1Rs 2Rs 3Rr.
— Mas: 3/R s (o par ordenado (3,r) | R.

1 R |r |s

' 1 Ix |x
2 2 X
. . S 3 Ix

RelacOes
* Exercicio:
— SejaA=B={1,2,3,4,5}. Define-se arelacdo R (menor do
que) sobre A como:
— aRbsee somente se a<h.
— Nestecaso R={ ...

— Observe que o que realmente importa em umarelacéo é
que nés saibamos precisamente quais elementos em A
estdo realcionados a quais elementos em B.

Conjuntos Originados de Relaces
DefinicOes:

— SgaR | AxBumarelagio de A em B. Entdo:

— Dominio de R, denotado por Dom(R) é o conjunto de todos os

elementos em A que estdo relacionados com algum elemento em
B.

« Parao exercicio anterior Dom(R) ={1,2,3,4}.

— Contradominio ou Imagem de R, denotado por Ran(R) ou Im(R)
é 0 conjunto de todos os elementos de B que séo segundos
elementos de paresde R.

 Parao exercicio anterior Ran(R) ={2,3,4,5}.

— Sexi A, define-se o conjunto R(x) dos R-relativos de x como
sendo o conjunto de todos osy em B com a propriedade de que x
estarelacionado ay por R, ou sgja, R(x)={y | B |x Ry}

 Parao exercicio anterior R(3) ={4,5}.

— Similarmente, se Al A, entdo R(A,), 0 conjunto dos R-r elativos
deA, éo conjunto de todos osy em B com a propriedade de que x
estarelacionado ay por Rex 1 A,.

* Parao exercicio anterior se A,={2,3} e R(2,3) ={3,4,5}.

OperacOes de Relacdes
DefinigOes:

— Como relagdes s3o conjuntos, € possivel aplicar as operagdes
usuais sobre conjuntos também sobre relagdes. O conjunto
resultante também serd composto por pares ordenados e definira
umarelaggo.

— Sdam Re Si AxB duasrelagdes de A em B. Entéo:

— RC Sdefineumarelacéo tal que:

a(RC Sb=aRb”aSh

- RE Sdefineumarelacfo tal que:

a(RE S b=aRbvaSh

— R_- Sdefineumarelacéo tal que:
_a(R-S)b=aRb”a/Sh=(ab)l R*(ah)i S

— Rdefineumarelacéo tal que:

a(R)b=a/Rb=(ab)i R




RelagBes Internas
« DefinigBes:
— UmaRelacao I nterna sobre o conjunto A é umarelagdo de A em
A (ou sgja, é um subconjunto de AXA).
« Exemplo: SgjaA={1,2,3,4}. Quais pares ordenados estdo
narelaggo R={(ab) | adivide b} ?
R={(1,1),(1,2),(1.3).(14),(2.2),(24).(33).(44)}
« Exercicio: Considere as seguintes relagdes sobre o
conjunto dos inteiros:
- R1={(ab)|aEb}
- R2={(ab)|a>b}
— R3={(ab)|a=boua=-b}
- R4={(ab)|a=b}
— R5= {(ab)|a=b+1}
- R6= {(ab) |ath£3}
— Quais destas relagdes contém cada um dos pares ordenados:
(1,1),(21),(1,2),(1-1) e(2,2)?

Propriedades das RelacBes Internas
» Relagéo Reflexiva - Definicao:

— Umarelaggo binériainterna R em um conjunto A €

reflexiva se, paratodo a A, aRa, ou sgja
"a@al A® (aal R)

— A relaggo de igualdade é reflexiva, pois para qualquer a
I Aja=a

— Arelagdo £ éreflexivano conjunto dos nimeros reais.

— Arelaggo deinclusio i é reflexivanafamiliade todos
0s subconjuntos do conjunto Universo.

— Exemplo:

« A relagédo R={(a,b) | adivide b} éreflexivando conjunto dos
ndmeros inteiros excluindo o zero.

« Dado o conjunto A={1,2,3}, arelagdo R={(1,1),(1,2),(3,3)}
NAO éreflexiva

Propriedades das Relagfes Internas
* Relagédo Simétrica - Definicéo:

— Umarelaggo bin&riainterna R em um conjunto A é
simétrica se, paratodo al A ebl A, se aRb entéo bRa,
ou sga

"ab(@b)1 R® (baT R)

— A relaggo de igualdade € simétrica, pois para qualquer a
ebl A ,sea=bentdob=a

— A relagio £ é NAO é simétricano conjunto dos
ndmeros reais.

— A relag&o de ser irm&o ndo é simétrica no conjunto de
todas as pessoas, mas € simétrica no conjunto de todos
0s homens.

» Relagdo Assimétrica - Definicéo:

— Umarelagéo bindriainterna R em um conjunto A é
assimétrica se, paratodoa A ebl A, seaRb entéo
b/Ra, ouseia” ab((ab)| R® (bal R)

Propriedades das Relagfes Internas
* Relacdo Anti-Simétrica - Definicéo:

— Umarelaggo bindriainterna R em um conjunto A é
anti-simétrica se, paratodoa A ebl A, seaRb ebRa,
entdo a=b, ou sgja

"ab((ab)T R*(ba)l R® a=h)

— A relaggo de subconjunto proprio | € anti-simétricano
conjunto de todos os subconjuntos do conjunto
Universo.

— E possivel possuir uma relagio que seja ao mesmo
tempo simétrica e anti-simétrica, como por exemplo a
relagdo de igualdade.

Propriedades das RelacBes Internas
* Relagéo Transitiva - Definicdo:

— Umarelagéo bi nériainterpa Remum gonj unto A é
transitiva se, paratodoal A, bl Aecl A,seaRbe
bRc, entdo aRc, ou sgja

"abc((@b)T RM(bo)l R® (a0l R)

— Asrelagdes £, < e = s30 transitivas no conjunto dos

nimeros reais.

— AsrelagBesi ,1 e= sfo transitivas nafamilia de todos
0s subconjuntos do conjunto Universo.

— A relaggo “ser mae’ NAO é transitiva.

Propriedades das RelacBes Internas
Exercicio 1: Determine se as rel agdes abaixo séo
reflexivas, simétricas, assimétricas, anti-simétricas
ou transitivas:

8 R={ (1,3),(1,1),(31),(1.2),(3.3).,(44) }
. b) R=
{(1,2),(1,2),(2.1).(2.2).(3.3).(34),(4.3).(4.4)}

¢ Respostas:

« @ N,N,N,N,NN

*« b)S,N,SN,N,S




Propriedades das RelacBes Internas

« Exercicio 2: Determine se as relagdes abaixo sdo
reflexivas, simétricas, assimétricas, anti-simétricas
ou transitivas:

¢ Considere as relagdes sobre o conjunto dos
inteiros:

- Rl={(ab)|aEb}

- R2={(ab)|a>Db}

- R3= {(ab)|a=boua=-b}
- R4={(ab)|a=b}

- R5= {(ab)|a=Db+1}

- R6= {(ab) |ath£3}

Representacéo de Relacdes
« Além de representar as relagdes explicitando propriedades
dos pares ordenados ou listando todos os pares, também é
possivel representar relagdes usando:
— MatrizesdeO’'sel’s.
— Grafos direcionados (digrafos).
+ MATRIZES DE RELAGOES
— SgamA={a,a,,...a,}, B={b,b,,...b)} eRumarelacdo de A em
B. A matriz mxn darelagéo R pode ser obtida da seguinte maneira:
i 1seaRb, ousgja se(a,b)l R
I
7 0sea\Rby, ouseja se(a,b) T R
— Mg édenominadaMatriz de R.

I'“:

Representacdo de Relagbes
« Exemplo 1: Sgjam A={ {1,2,3} e B={r,s} earelacdo R de
A em B dada por
* R={(1.n),(2,9,(31)}. Entdo amatriz My deR &
é 0ou
Mrao= € 14
&l 0a
« Exemplo 2: Defina arelacéo representada pela matriz:
é 0 0 1u
Meag= @ 1 1 00
€ 0 1 00

« Solugéo: Como M é 3x4, fazemos; A={al,a2,a3} e
B={b1,b2,b3,b4}

Ent&o, como (ai,bj)R se e somente se mij=1, temos:
« R={(al,b1),(al,b4),(a2,b2),(a2,b3),(a3,b1),(a3,b3)}

Representacdo de Relagbes
+ DIGRAFOS DE RELACOES

— SegjaR umarelaggo em um conjunto A={a,,a,,...,8,} -

— Oselementos de A sdo representados por pontos ou
circulos chamados “nés” ou “vértices’.

« Osnos correspondentes a g e g sio identificadoscomo a e g
respectivamente.

- SegRa, isto ¢ se (e\,q)i R, entéo conecta-se osnés g e
g através de um arco e coloca-se uma seta no arco na
direcéo de g parag.

— Quando todos os nés correspondentes aos pares
ordenados darelago R estiverem conectados através de
arco orientados, tem-se entdo um grafo orientado ou
digrafo darelagdio R.

Representacéo de Relacdes
e Exemplo 1: Sgjam A={1,2,3,4} e
R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,4),(4,1)} .
¢ OdigrafodeR &

'a%é /@
©

Representacéo de Relacdes

« Exemplo 2: Explicite arelacdo determinada
pelo digrafo abaixo:

e

©




Caracterizacdo das Propriedades

usando Matrizes e Digrafos
* Reflexiva

— Matrizes: A matriz Mg possui todos os
elementos da diagonal principal igual al.
— Digrafos: Para todos os vértices do digrafo,

existem arestas que ligam o vérticeaele
mesmo.

olr
o R
[ )

o

Caracterizagdo das Propriedades
usando Matrizes e Digrafos
e Assimétrica

— Matrizes: A matriz Mg deveter adiagonal
principal igual azero, além disso, m; * m;.

— Digrafos: Se de algum vértice do digrafo partir
uma aresta para um outro vértice, ndo pode
existir uma aresta no sentido contrério.

Mg=

o o o
= o R
o o o

Caracterizacdo das Propriedades
usando Matrizes e Digrafos
e Simétrica

— Matrizes: A matriz Mg é simétricaem relagéo a
diagonal principal, ou sgja, [Mg]=[Mg].

— Digrafos: Se de algum vértice do digrafo partir
uma aresta para um outro vértice, deve
obrigatoriamente existir uma aresta no sentido

contrério.
1 1 0
Mg=11 1 1
010
Caracterizagdo das Propriedades

usando Matrizes e Digrafos
e Anti-Simétrica
— Matrizes: A matriz Mg pode ter a diagonal
principal igual azero, além disso, m; * m;.
— Digrafos: Se de algum vértice do digrafo partir
uma aresta para um outro vértice, ndo pode
existir uma aresta no sentido contrério.

Mg=

o o R
[N YN SN
o o o

Particdo e Cobertura de um Conjunto
Definig&o:

— Seja S um dado conjunto e A={A,A,

,,,,, A} onde cada
A, éum subconjunto de Se

DlAI:S

Ent&o o conjunto A é chamado de cobertura de Se os
conjuntos A, A,,...A, cobrem S.
— Se além disso, os conjuntos Ai forem mutuamente
diguntos, ou sgja
EAF'CE
i=1

Entdo A é chamado de particéo de Se os conjuntos
ALA,,..A,, sdo chamados de blocosde S.

Particdo e Cobertura de um Conjunto
* Exemplo:

— SegjaS={ab,c} e consideremos os seguintes
subconjuntos de S,

- A={{ab} {bc}} B={{al{ac}} C={{a}{bc}}

- D={{abc}} E={{a}.{b}{c}} F={{a}{ab}{ac}}

— Osconjuntos A e F sdo coberturasde S
enquanto C, D e E sdo partigdesde S.




Relacéo de Equivaléncia
« Definicao:
— Umarelagdo R em um conjunto A éuma
Relacdo de Equivaléncia se:
1. Rfor reflexivo;
2. Rfor simétrico; e
3. Rfor transitivo.
*  Exemplos:
. A,igual dade'de nimeros em um conjunto de
ndmeros reais;
« A similaridade de tridngulos em um conjunto de
triangulos;
« A relagdo entre linhas que s&o paralelas em um
conjunto de linhas de um plano.

Relacéo de Equivaléncia
Exemplos:

Suponha que a matricula dos estudantes em uma
dada Universidade siga 0 esquema:

Inicial do Nome: Horério de Matricula:
A-G 8:00—10:59
H-N 11:00 - 13:59
o-z 14:00 - 16:59

SejaR arelagdo que contém (X,y) ex ey sdo
estudantes com nomes comegando com letras do
mesmo bloco.
—  Conseglientemente, x ey podem se matricular na
mesma hora se e somente se (X,y) | R.
—  Pode-se notar que R é reflexiva, simétrica e transitiva

Relacéo de Equivaléncia
¢ Exemplos:
— Dadaarelaggo R definida sobre os Naturais
Ccomo.
o R={(xy) | [x-y|.MOD.2=0} (resto dadivisio por 2 =0)
—  Podemos observar alguns dos pares ordenados desta
relacéo..{ ...,(1,3),(1,1),(3,2),(1,5),(5,1),(3,3),(5,5),...
-(0,0),(0,2),(0,4),(2:4),(4,2),(2.2),(4,4),(0.4),(4,0)....}
— Estarelagéo é reflexiva, simétrica e transitiva
— Epossivel identificar dois subconjuntos (particdes
ou blocos) dos Naturais onde estas propriedades
(reflexiva, simétrica e transitiva) se mantém. Estas
duas partices sfo:
* O subconjunto dos Nimer os Par es e 0 dos NUmer os
impares.

Classe de Equivaléncia
Teorema

— Umarelagdo de equivaléncia num conjunto
divide-o em parti¢Ges, colocando os
elementos que séo relacionados a cada um dos
outros numa mesma classe, denominada de
classe de equivaléncia. Estas classes de
equivaléncia podem ser tratadas como
entidades.

— Exemplo:

« A figuraaseguir mostraa parti¢éo do conjunto
dos Naturais em duas classes de equivaléncia.

Pares N

Classe de Equivaléncia
— Exemplo:

¢ SgaA={1,2345,6,7} esgaR arelagdo “maédulo
congruente 3" dada por R={(x,y) | (x-y) édivisivel
por 3}

«  Mostre que R é umarelacéo de equivaléncia,
desenhe o grafo de R e determine as classes de
equivaléncia geradas pelos elementos de A.

- R={(11),(1,4).,(4.1).(44),(1,7).(7.1),(47).(7.4),
7,7).(2,2),(2,5)(5,.2),(5,5),(3.3) (3 6),(6,3),(6,6)}

E Reflexiva,

Simétricae

Transitiva
Classe 2 Classe 3

Relacbes de Equivaléncia
Exercicios:

1. SgaA={1234} esgjaarelagdo deequivalénciaR
sobre A definida por
R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(34),(4,3),(3,3),(4,4).

Determine todas as classes de equivalénciade R.

2. Se{{1,2} {3} {45}} éumaparticdo do conjunto
A={1,2,3,4,5}. Determine arelagdo de equivalénciaR
correspondente.

3. SgaA={ab,c}. Determine se arelagdo R cujamatriz é
dada abaixo é umarelagéo de equivaléncia Quais as
classes de equivaléncia? 100

011
011




Relagtes de Compatibilidade
Definig&o:
— Umarelagdo R em A é chamada umarelacdo de
compatibilidade se ela é reflexiva e simétrica.
Exemplo:
— SgjaX={ball, bed, dog, egg, let} e sgjaR arelagdo dada
por R={(x,y)| x ey possuem algumaletra em comum}.
—  R={(ball,ball),(bed,bed),(dog,dog),(egg,egg),(let, et),
(ball,bed),(bed,ball),(ball,let),(let,ball),(bed,dog),(dog,bed),
(bed,egg),(egg,bed),(bed,let),(let,bed),(dog,egg).(egg,dog)
(egg,let)(let,egq)}
— Desenho o grafo.

Relagtes de Compatibilidade
— Réumarelacdo de compatibilidade e x ey sdo
chamados compativeis se XRy.

—  Embora umarelagéo de equivaléncia em um conjunto
defina uma parti¢éo de um conjunto em classes de
equivaléncia, uma relacéo de compatibilidade ndo
necessariamente define uma partigéo.

Entretanto, uma relacéo de compatibilidade define uma
cobertura do conjunto.

Relacbes de Ordem

Relacles sdo usadas freqlientemente para alguns ou todos
os elementos de um conjunto.

—  Ordenamos palavras usando xRy, onde x vem antes do y no

dicionério.

A relaggo de ordem é uma generalizag&o do conceito de
menor ou igual (£) ou de maior ouigua (3). A relagdo de
ordem é interna e s existe se comparar €lementos do
mesmo conjunto.
Umarelagdo de ordem é reflexiva, anti-simétricae
transitiva.

Um conjunto A, junto com suarelagdo de ordem R é

chamado de poset (partialy ordered set) e é denotado por
(AR).

Relacbes de Ordem

¢ Relagdo de Ordem Tota — Definig&o:
Umarelagéo de ordem R em um conjunto n&o vazio A
tal que todos os elementos de A sdo comparaveis2 a2
pelaR chama-se Relacdo de Ordem Total em A.

" X" y(x,yl A*(XRy v yRx))

—  Setodos os elementos podem ser comparaveis entre si,

estarelagdo é de Ordem Total.

« Exemplo:
A relagdo no conjunto A={2,4,8,16,...,2n,...) definida
por “x émultiplo dey” é umarelagdo de ordem total em
A.
A ordem natural “x £ y" no conjunto dos nimeros reais
é umarelagdo de ordem total.

Relacbes de Ordem
Relag&o de Ordem Parcial — Definigéo:

— Searelagdo éreflexiva, anti-simétrica e transitivamas
n&o é universal, ou sgja, ndo vale paratodos os
elementos do conjunto considerado (alguns nédo sdo
comparéveis) é uma Relacdo de Ordem Parcial.

Exemplo:

— A relagdo no conjunto dos nimeros naturais por “x|y”
(relagdo de divisibilidade) € uma Relagéo de Ordem
Parcial em N (reflexiva, anti-simétrica e transitiva),
porgue dois nimeros naturais nem sempre sao
comparaveis por esta ordem, como, por exemplo, 5e7
(5 néo divide 7 e 7 ndo divide 5).

Relacbes de Ordem
« Exemplo:

1. Mostreque arelagdo 3 é umarelagio de ordem sobre o
conjunto dos inteiros. Diga se ela é umarelagéo de
ordem total ou parcial.

— Solugéo:

e 3 ={(n,n2)|nlen2i Z"nlémaiorouigua an2}

* @ aparatodointeiroa
« abeba entdoa=b
« @beb’centdoac

=>3 éreflexiva
=>3 éanti-smétrica
=>3 étransitiva

«  Alémdisso paraqualquer aebi Z,oua@bOU b*a
« Logo, (Z?) éuma Relagdo de Ordem Total sobreo
conjunto dosinteiros.
2. Mostrequearelagio i é umarelagio de ordem sobre o
conjunto poténciado conjunto {1,2,3}. Digaseelaé
uma relacdo de ordem total ou parcial.




Relacbes de Ordem

Diagramas de Hasse de Conjuntos munidos de
uma Relacdo de Ordem

—  Conjuntos munidos de uma relagéo de ordem séo uma
relag3o e portanto pode-se desenhar seu digrafo.

— No entanto, muitas arestas ndo precisam estar presentes
em virtude das propriedades da relacdo de ordem
(reflexiva e transitiva).

— Parasimplificar a representac&o, retira-se de seus
digrafos as arestas que sempre devem estar presentes.

— Asestruturas obtidas desta forma sdo chamadas de
DIAGRAMAS DE HASSE darelaggo de ordem.

Diagramas de Hasse
¢ Exemplo:

— Considere o digrafo da relagéo de ordem “£”
sobre o conjunto A={1,2,3,4}:

@ @ @ ’
’e ’e ®@ @ P
@ — — @ — i1
Reflexiva ™ rrangtiva  Assumindo  Substitui-se os
loops asarestas  circulos por
podgm ser paracima  pontos
omitidos

Diagramas de Hasse
Exemplo 2:
— SgaA={1,2,3,4,6,8,12}. Considere arelacdo de
divisibilidade sobre A.

Diagramas de Hasse
» DefinicOes:
— Se(A,R) éum conjunto munido de umarelagéo
deordemeabl A, entdo:
1. SeaRb, diz-se que“aprecedeb”
2. SeaRb e ndo existe nenhum c tal que aRc e cRb, diz-

se que “a é o precedecessor imediato deb”
(escreve-se abb).

3. SeaRb, diz-seque“b sucede a”

4. SeaRb e ndo existe nenhum c tal que aRc e cRb, diz-
seque“b é o sucessor imediatodea’.

Diagramas de Hasse

Outra maneira de se construir Diagramas de
Hasse:

— O Diagrama de Hasse de um conjunto munido
de umarelagdo de ordem (A,R) é o digrafo no
qual os vértices sdo elementos de A.

— ExistirAumaaresta de um vértice aparaum
vértice b sempre que abb .

e Ao invésde desenhar uma setade aparab, coloca-se
b mais ato do que a e desenha-se uma linha entre
eles.

»  Ficasubentendido que o movimento para cimaindica
sucessdo.

Diagramas de Hasse

*  Exemplo1:
—  SegaS={ab,c} esgaA=P(S) (o conjunto poténcia de
S). Desenhe o Diagrama de Hasse do conjunto munido
darelagio de ordem (A, ).
- A{A&{a} {b}{c} {ab} {ac}{bc}{abc}}

>

{bc}

{c}




Diagramas de Hasse
*  Exemplo2:
—  SegaA={1,2,3,4,6,8,9,12,18,24}. Desenhe o Diagrama

de Hasse do conjunto munido da relacéo de ordem “a
divideb” (A,)).

Diagramas de Hasse
* Exercicio 1:

— Determine o Diagrama de Hasse da relag&o de ordem
que tem o seguinte digrafo:

20
0% P

Diagramas de Hasse
e Exercicio2e3:

— Descreva os pares ordenados da relacéo determinada
pelo Diagrama de Hasse sobre o conjunto A={1,2,3,4}

dado abaixo. 4
3
2 1
—  Determine o Diagrama de Hasse das rel agbes sobre o

conjunto A={1,2,3,4,5} cuyjamatrizé. |1 1 1 11
01111
M= o 01 11
000 11
000 01

Elementos Extremos de Relacbes
* Definicéo:
— Considere o conjunto munido de relagéo de ordem
(A,R). Entéo:
a) Umelementoal A échamado deum elemento
maximal de A sendo existecl A ta queaRceatc.
b) Umelementoal A échamado deum elemento
minimal de A sendo existec A tal quecRaeat c.
— Exemplos:
—  (N*,£): elemento minimal:1 maximal: néo tem
— (R, £): dlemento minimal: ndotem maximal: ndo tem
- ({1,234}, £): elemento minimal:1, maximal: 4

Elementos Extremos de Relacbes
e Exemplos:

—  Considere o conjunto munido de relagio de ordem
(A,R) e seu diagrama de Hasse.

b3

«al, a2 e a3 s elementos maximais de A
b1, b2 e b3 sdo elementos minimaisde A

Elementos Extremos de Relacbes
e Exemplos:

— Quais elementos do conjunto munido de relagéo de
ordem ({2,4,5,10,12,20,25} ,|) sdo maximais e quais séo

minimais?
12 20
5

12, 20 e 25 sdo elementos maximais de A
+2 e 5 sdo elementos minimais de A




Elementos Extremos de Relacbes
Definicéo:
—  Sejao conjunto munido de umarelacéo de ordem (A,R).
Ent&o:
a) Umelementoa A échamado de um maior elemento
de A sebRaparatodo bl A.
b) Umelementoal A échamado de um menor elemento
de A seaRb paratodo bl A.

Elementos Extremos de Relacbes
Exemplos:

c D
e d
d b

b a

(A): menor elemento € “a’, ndo tem menor elemento.

(B): ndo tem menor elemento, “€’ é 0 maior elemento.
(C): ndo tem maior nem menor elemento.

(D): “a" é 0 menor elemento, “d” é o maior elemento.

Caminhos em Relactes e Digrafos

« Definigdo: Seja R umarelagéo sobre o conjunto A. Um
caminho de comprimento n de a para b € uma seqiiéncia
finita 1=a,x;,X,...,X,.1,b tal que:

ARXy, X,RX,, ..., X, Rb

« Note que um caminho de comprimento n envolve n+1
elementos de A (n&o necessariamente distintos).

* O modo mais fécil de visualizar um caminho é com o
digrafo de uma relagéo: sucessdo de arestas, seguindo os
sentidos indicados.

« Entéo: /)
1,=1,2,5,4,3 é um caminho ®; @)

decomprimento4dela3. @
1,=1,2,5 éum caminho
decomprimento 2delal. e

1,=2,2 éum caminho 9
decomprimento 1de2az2.

Caminhos em Relactes e Digrafos
— Um caminho que comega e termina no mesmo vértice é
chamado de um ciclo (1, e ;s ciclos).
— Caminhos de comprimento 1 sio os pares ordenados
(x,y) que pertencem aR.
— Caminhos em relagtes R podem ser usados para definir
novas relagdes bastante (teis.
« Defini¢8o: xR significaque hdum caminho de
comprimenton dex aéy emR.
» Defini¢do: xRHy significa que hd um caminho de x
atéy em R (R* é chamadar elacdo de /)

conectividade paraR). Q@
(€

©, @)

Caminhos em Relacdes e Digrafos
« Exemplo: Sjam A={ab,c,d,e} e
R={(a,d),(ab),(b,c),(c,e),(c,d),(d,e)}. Explicite:
— a)R?
— b)RH

Produto Booleano

10 110
A= 10 1 011
10

(IAM)V(0M0)  (IAMV(OML) | (170)v(0MD)

ARB= [(0M)V(170)  (OMV(IM)  (0O)V(IM)

(AAMV(0M)  (IAMV(OM)  (1A0)v(0L)

w0 1v0 OvO 110
AAB=|OvO Ovl Ovl | AAB=0 1 1
w0 1v0 Ov0 110




Caminhos em Relactes e Matrizes
* SeR éumarelaggo sobre A={a,,a,,...,3,} entéo
Mg2=MAMpg.
« Paran>2 e paraumarelagdo R sobre A, entéo:

RelacBes Externas
« Quanto aos conjuntos, umarelagéo é dita EXTERNA se
tomarmos os elementos de conjuntos distintos e
verificarmos a relacéo entre estes elementos.
« Numarelagdo externa temos:
ArAL.LAN
« Exemplo:

— Dados os seguintes conjuntos: P de professores; D de disciplinas
oferecidas em um semestre; L os locais onde serdo ministradas as
aulaseH os horérios das aulas:

P={Paulo, Carlos, Maria, Henrique}
D={INE2135, INE5381, INE5377, INE5102}
— L={CTC005, CTC102, CTC221, CTC004}
— H={8-10, 10-12}

= pae 11000
Mg"= MAMEA ... AMg, (n fatores) 00100
+ Exemplo: Sam A={al,@2a3 4,85} e  Mr= (0001 1
00001
11000 [1/1/0[00 111/00[/00000
[o0o100] |001|00 000@1
MiAMg={0001 1/Ajl00 0|11/ 00001
00001 |000[|01 00000
00000 |000|0O0 00000
*Exemplo: Sejam A={ab,c,d,e} e
R={(a,a),(ab),(b,c),(c.e),(c,d),(de)}. Explicite:
—aR2 bR
RelacBes Externas
« As seguintes relagBes podem ser definidas entre estes
conjuntos. | Paulo INE5377
Maria INE5381
Paulo INE5102 | =R1=Professores x Disciplinas
Carlos INE2135
Henrique | INE5102

INE2135 | CTCO05
INE5102 | CTCO04
INE5377 | CTC221
INE5381 | CTCO04

=R2=Disciplinasx Salas

INE2135 |8-10
INE5102 |10-12
INE5377 |8-10
INE5381 |8-10

=R3=Disciplinas x Horérios

Relagbes Externas

« Assub-relacdes de umarelagdio podem ser obtidas através
de extrag&o de propriedades que caracterizam arelagéo.
Isto é feito através de operacdes de selegdo e projegdo.

* Por exemplo ao se selecionar “Paulo” daR1 cria-se uma
nova sub-relag&o que indica quais as disciplinas que o
professor Paulo irAministrar.

« Estas manipulacdes podem ser feitas no computador
utilizando linguagens de base de dados como a SQL.

Combl nacdo de Relacbes Binarias

Damesmaforma que nés podemos manipular conjuntos
através das operagdes de unido, intersegéo,
complemento, podemos utilizar estas operagdes para
modificar combinar e refinar relagdes existentes para
produzir novas relagdes.

*  Noteque, umavez querelagBesde A em B sdo
subconjuntos de AxB, duas relagdes de A em B podem
ser combinadas de todos os modos em que se puder
combinar dois conjuntos.

«  Operagdes entre Relagoes:
— Sejlam R e Sduasrelagdes de A em B. Ent&o as
seguintes relages sdo definidas:
1. ~R: Relaco Complementar de R € definida como:
(ab)l ~R« (ab)l R

Combinacéo de Relacdes Bindrias
«  Operagdes entre Relagoes:

2. RCS: Relac8o I ntersecdo de R com S é definida
como: (ab)l RCS« (ab)l R”(ab)i S

3. RES: Relacio Uni&o de R com S é definida como:
(ab)i RES« (ab)l Rv(ab) S

4. R Relacfo Inversa deR é definidacomo: (ab)l R
1« (ba)l R
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Combinacéo de Relacdes Bindrias
«  Operagdes entre Relagoes:
— Exercicios:

Sejam A={1,2,3,4}, B={ab,c} eReSdeA enB
definidas por:

R={(1,8),(1b).(2,b),(2.c).(3b).(4,a)}

S={(1,0),(2,0),(3.b).(4.0)}

Mostrar:

a) ~R={(1.),(2:),(3:a),(3.),(4b).(4.0)}

b) RCS={(1.b),(2,0).(3,b)}

¢) RES={(1,a),(1,b),(2,b),(2,0),(3,b),(4,8),(4,b)}

d) R'={(a1).(b,1).(b,2),(c.2).(b,3).(a4)}

Composicdo de Relacbes Binarias
* Definigéo:

— SejaR arelagdo de A paraB e Sarelacéo de B para C.
Ent&o arelagdo escrita como RoS é chamada de
“relacéio composta’de R e S onde

— RoS={(x,2)[xI A~zl CA$y(yl B/ (xy)l R (y,2) 9)}

— A operaggo de obtengdo de RoS de R e S é chamada
“composicdo” de relagoes.

— Nota:

* RoS évaziase aintersegdo daimagem de R e do dominio de S
for vazia

* RoSn&o é vazia se existir pelo menos um par ordenado
(x,y)] R tal que 0 segundo membro for o primeiro membro de
um par ordenado de S.

Composi¢ado de Relagbes Bindrias
* Exemplo:

—Sejam A={1,2,3,4} easrelagdes R e Ssobre A
definidas por:

R={(1,2),(1,1),(1.3).(24).(3,2)}

S={ (1,4),(1,32,(2,3),(3,12,(4,1)}

—Como (1,2) Re(2,3)l S, entéo temos que
(1,3) RosS.

— Também (1,1)i Re(1,4)1 S, assim, (1,4)] RoS.

— Continuando com este processo, encontra-se
que:

—R0S={(1,4),(1,1),(1,3),(2,1),(3,3)}

Composi¢ao de Relagbes Binérias
* Observacoes:

— Em geral RoS! SoR

— Teorema: A operacéo de composicéo sobre
relaches é associativa, isto &

(RoS)oP = Ro(SoP)

— Teorema: Sejam A, B e C conjuntos, R uma
relacdo de A em B e Sumarelagdo deB em C.
Ent&o:

(RoS)1 = S1oR?

Composicado de Relacbes Binarias
» Usando Grafos

— Através dos grafos de R e de S pode-se facilmente
construir e visualizar o grafo de RoS.

Composicdo de Relacbes Binarias
« Exercicios:
— SgaR={(1,2),(34),(2,2)} e S={(4,2),(2,5),(31),(1,3)}.
Ache RoS, SoR, Ro(SoR), (RoS)oR, RoR, SoS e RoRoR

— RoS={(1,9).(3,2),(2.5)}
— SoR={(4,2),(3,2),(1,4)}
— Ro(SoR)={(3,2)}

— (RoS)oR={(3,2)}

— RoR={(1,2),(2,2)}

— S0S={(4,5),(3,3),(1,1)}
— RoRoR={(1,2),(2,2)}
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Composicdo de Relacbes Binarias
» Exercicios:
— SgaR e Sduas relagdes sobre o conjunto dos naturais
positivos N*:
R={(x,2x) | XI N*} e S={(x,7x) | xI N*}

Ache RoS, SoR, RoR, RoRoR e RoSoR.

— RoS={(x,14x) | XI N*}
— SoR={(x,14x) | XI N*}
— RoR={(x,4x) | xI N*}
— RoRoR={(x,8x) | xI N*}
— RoSoR={ (x,28x) | xI N*}

Composicdo de Relacbes Binarias
« Composicao usando Matrizes de Relages
— Teorema Se R éumarelacdo de A en B e Séuma
relacdo de B em C, ent&o:
Mgos=MeAMg
Além disso, se JA|=m (cardinalidade de A = m), |Bl=n e
[Cl=p:
* Mg tem ordem mxn
* Mg tem ordem nxp
* Mgqs tem ordem mxp
— Para construir amatriz MRoS, percorremos aiésima
linhade MR e a Késima coluna de MS procurando ao
menos 1 elemento j, tal que o elemento daposicéo j da
linha e da posi¢éo j da coluna percorrida sgja 1. Entéo a
posicdo [i,k] de MRoS recebe 1, caso contrrio recebe
0.

Composi¢ado de Relagbes Bindrias

* Exemplo:
— SgaA={ab,c} esgjam R e Srelagdes sobre A com
matrizes:
101 1.0 0
Me=[1 11 M= [0 11
010 1 01

R={(aa).(ac),(b,a),(b,b),(b,c),(c.b)}
S={(a.a),(b.b),(b.c).(c.a),(c.0)}
RoS={(a.a),(a,c).(b:a)(b.b),(b.c).(c.b).(c.c)}
— E amatriz darelagdo composta RoS &

1 01
Mpos= |1 11
011

Composi¢ao de Relagbes Binérias
* Exercicio:
— SgaA={1,2,3,4,5} esgam R={(1,2),(34),(2.2)} e
S={(4,2),(2,5),(3,2),(1,3)} . Obter as matrizes RoS e

Reticulados
¢ Vamosvoltar as Relagdes de Ordem:
Relembrando a guns conceitos fundamentais:

8 Umeéementoal A échamadodeum
elemento maximal de A sendo existecl A
tal queaRceal c.

b) Umelementoal A échamadodeum
elemento minimal de A sendo existecl A
tal quecRaeat c.

¢) Umeementoa A échamado de um maior
elemento de A sebRaparatodo bl A.

d) Umeéementoal A échamado de um menor
elemento de A seaRb paratodo bl A.

SoR.
01 0 0 0 00 1 00
00 0 0 1
M= (00100 0 Iy=
00 0 1 0 10 0 0 O
00 0 0 0 01 0 0 O
00 0 00 00 0 0O
00 0 0 1 00 0 1 0
00 0 0 1 00 0 0 O
Mges= [0 1 0 0 0 |Mgg=1]0 1 0 0 0
00 0 0 O 00 0 0 O
00 0 0 O 00 0 0 O
Reticulados
* Alguns Conceitos Novos:
e Definicdo:

Considere um POSET (A,R) e um subconjunto B de A.
8 Umeementoal A échamado de cotasuperior de
B sebRaparatodobl B.
b) Umelementoal A échamado de cotainferior deB
seaRbparatodob| B.
*  Exemplo: Considere o POSET a={ab,c,d,ef,g,h}, cujo
diagrama de Hasse é mostrado. Ache todas as cotas
superiores e inferiores para os subconjuntos B1={a,b};

b2={c,d,e}.
. B1 n&o tem cotainferior.
. c,d,ef,g e h sdo cotas superiores f g
deB1.
= e
f,g e h séo cotas superiores de
B2. ¢
aeb sio cotasinferiores. a b
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Reticulados
Mais Alguns Conceitos Novos:
Definicéo:
Considere um POSET (A,R) e um subconjunto B de A.

a) Umelementoal A échamado de menor cota
superior (LUB) de B se afor uma cota superior de B
eaRa, sempre que & é uma cota superior de B.

b) Umelementoal A échamado demaior cota
inferior (GLB) de B seafor umacotainferior de B e
a Ra, sempreque & é uma cotainferior de B.

Exemplo: Considere o POSET a={ab,c,d.ef,g,h} eB1={ab};

Reticulados
Exemplo:
- SgaA={1,2345,...,11} o POSET cujo diagramade
Hasse é mostrado. Ache amenor cota superior e a
maior cotainferior de B={6,7,10} se elesexistirem.

b2={c,d,e}.
. AcheosULB eGLB

deBleB2. f g
. LUB(B1)=c d e
«  GLB(B2=c G

a b
Reticulados

*  Definicéo:

— Um POSET (A,R) é chamado um RETICULADO se
todo par de elementos {ab} possui tanto uma menor
cota superior (LUB), como umamaior cota inferior
(GLB).

Observacoes:

— Reticulados possuem muitas propriedades especiais.

—  Sao usados em muitas aplicagdes diferentes tais como
modelo de fluxo de informagdes.

—  Elestambém tem um papel importante na dgebra
booleana.

— Denotarse 0 LUB({a,b}) por avb (operacdo de
juncéo) e denota-se 0 GLB({ab}) por b (operacéo
de encontro).

Reticulados

Exemplo:

—  Determine se os POSETS representados por cada um
dos diagramas de Hasse abaixo s30 reticulados.

f f h
e
c d d e 9
b c b d
a a a

* Os posets (A) e (C) sfo reticulados, pois cada par de
elementos tem tanto uma LUB como uma GLB.

«J4 0 poset (B) ndo é um reticulado, pois os elementosb ec
n&o possuem menor cota superior (LUB). (note qued, e, f sdo
cotas superiores, mas nenhum precede os outros dois)

Reticulados

Alguns Exemplos I nteressantes:

- SgaS={abc} eL=P(S). Como sabemos, | éuma
relaggo de ordem parcial em L (L,I ).

— Determinese (L,i ) éum reticulado.

— Note que para quaisguer conjuntos A eB 7 L,entdoa
jungdo de A e B (AvB) éasuaunido AEB, eo
encontro de A e B (A”"B) éasuainterseccdo ACB.

— Logo, L éum reticulado.

Reticulados

Alguns Exemplos I nteressantes:

— Considere o poset (Z*,]), onde paraaeb em Z*, ab se
a“édivisivel” por b. Entéo (Z*,]) é um reticulado em
que as operagdes de juncéo e encontro deaeb sio
respectivamente:

— avb=mmc(ab)

— a'b=mdc(ab)
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Reticulados

Exercicio:

D)

Quais dos diagramas de Hasse a seguir representam
reticulados?

b)

9, e 9
e d
§ e ’
a Cc a a
a

9)
e @d
¢ a

a
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