Funcoes
» Estudaremos uma classe particular de relagoes
chamadas FUNCOES.

* Nos preocuparemos fundamentalmente com as
funcoes chamadas DISCRETAS, que sao aquelas
que relacionam um conjunto enumeravel com
outro conjunto enumeravel.

 Varias aplicacOes dentro da area da Ciéncia da
Computacao:
— Algoritmos sao funcoes;
— Compiladores sao funcoes;
— Funcoes de Criptografia,
— Funcoes de Compressao;
— FuncOes de Geracdo de Chave de Armazenamento; etc




Funcoes

» Definicoes:

— Intuitivamente: funcao € uma relacéo especial entre
dois conjuntos na qual todo elemento do primeiro
conjunto deve ter, obrigatoriamente, elemento
associado no segundo conjunto, e, cada elemento do
primeiro conjunto sé pode ter um e apenas um elemento
associado no segundo conjunto.

— Formal: Sejam A e B guaisquer dois conjuntos nao
vazios. A relacdo f de A para B é chamada uma funcéo
se para todo alJA existe um unico bB tal que (a,b)f,
e se lé: “f é funcdo de A em B”.

f: A-B

Para todo allDom(f), f(a) (ou seja, o conjunto dos “f
relativos” de a) contém apenas um elemento.



Funcoes
e Exemplos:

NAO E FUNCAO



Funcoes
* Observacoes:
— Se f(a)={b}, escreve-se f(a)=Db;
— O valor a é chamado de argumento da funcéo e f(a) é
chamado valor de f para o argumento a.
* Exemplos:
— Sejam A={1,2,3,4} e B={a,b,c,d,e} e seja
f={(1,a),(2,0),(3,d),(4,d)}
Assim, os conjuntos dos f-relativos de x para cada x[JA
sao:
f(1)={a}, f(b)={2}, 1(3)={d}, f(4)={d}
— Como existe um conjunto f(x), para todos os elementos
XA e,

— Como cada conjunto f(x) para XxOA, tem um unico
valor, entdo f E UMA FUNCAO.



Funcoes

Exemplos:

1.

Seja X={1,5,P,Pedro}, Y={2,5,7,q,Maria} e
={(1,2),(5,7),(P,q),(Pedro,q)}.

Entdo, Dom(f)=X, Ran(f)={2,7,q} e f(1)=2, f(5)=7,
f(P)=q e f(Pedro)=q.

Seja X=Y=R (reais) e f(x)=x?+2.

Entdo, Dom(f)=R, Ran(f)LIR os valores de f(x) estao
contidos em uma parabola.

Seja X=Y=R (reais) e f(x)=x2,

Entdo, f ndo € uma funcao ja que a condicéo de
unicidade ¢ violada, pois a cada valor de x
correspondem a dois valores de y[IR.



Funcoes
e (Observacoes:

— Sabemos que nem todos 0s possiveis subconjuntos de
AXB constituem-se em funcdes de A em B.

— O numero de func¢des que podemos obter dos
subconjuntos do produto cartesiano AxB é BA.

 Exemplo:
— Seja X={a,b,c} e Y={0,1}. Entéo
XxY={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1),(c,0),(c,1)}

— Existem 2° subconjuntos de XxY, porém apenas 23
subconjuntos definem funcdes de X em Y.

1. 11={(a,0),(b,0),(c,0)} 2. 2={(a,0),(b,0),(c,1)}
3. £3={(a,0),(b,1),(c,0)} 4. f4={(a,0),(b,1),(c,1)}
5. f5={(a,1),(b,0),(c,0)} 6. f6={(a,1),(b,0),(c,1)}
7.7={(a,1),(b,1),(c,0)} 8. f8={(a,1),(b,1),(c,1)}



Tipos de Funcoes

* Funcao Injetora:

— Uma funcéo f de A em B é dita de um-para-um ou
Injetora, se e somente se f(a)#f(b) sempre a # b.

— Uma funcao f de A em B (f:A - B) € injetora se
elementos diferentes de A tem imagens diferentes em
B.

(X, X,UA, (X17X,) - T(X)#F(X,)




Tipos de Funcoes

* Funcao Injetora - Exemplos:

Determine se a funcao f(x)=x2, dos inteiros para 0s
Inteiros € injetora.

Solucdo: A funcao f(x)=x? néo € injetora pois, por
exemplo 1#-1 mas f(1) = f(-1) = 1.

Determine se a funcao f(x)=x+1, dos inteiros para 0s
Inteiros € injetora.

Solucéo: A funcao f(x)=x+1 & injetora pois sempre
XZY, X+1£y+1.




Tipos de Funcoes

 Funcao Sobrejetora:

— Uma funcéo f de A em B é chamada sobrejetora, se e
somente se para todo b[IB existe um elemento alJA
tal que f(a)=b.

— Uma funcéo f de A em B (f:A - B) é sobrejetora se
todos os elementos de B sao imagens dos elementos
de A.

IbOIB, CADA | (a,b)f




Tipos de Funcoes

 Funcao Sobrejetora - Exemplos:

Determine se a funcao f(x)=x2, dos inteiros para 0s
Inteiros € sobrejetora.

Solucéo: A funcédo f(x)=x? ndo é sobrejetora pois, por
exemplo para f(x)=-1 ndo existe x tal que x? = -1.

Determine se a funcao f(x)=x+1, dos inteiros para 0s
Inteiros € sobrejetora.

Solucéo: A funcéo f(x)=x+1 &€ sobrejetora pois para
todo inteiro y existe um inteiro X tal que x+1=y.




Tipos de Funcoes

* Funcao Bijetora:
— Uma funcéo f de A em B é chamada bijetora, se e

somente se ela for injetora e sobrejetora
simultaneamente.




Tipos de Funcoes

e [EXerciclos:

— Seja N o conjunto dos numeros naturais
Incluindo o zero. Determine quais das
seguintes funcoes sao injetoras, sobrejetoras
ou bijetoras.

o F:(N-N)T()=)2+2

o f:(N-N)Tf(j)=) (mod) 3

e T:(N-N)T(j)={0sejforimparelse]forpar}

« F:(N-{0,1}) f(j)={ O se j for impar e 1 se j for par}

— Determine se a funcao f(x)=x+1, dos inteiros
para os inteiros é bijetora.

Solucéo: A funcéo f(x)=x+1 ¢ bijetora pois é
Injetora e sobrejetora.




Composicao de Funcoes
e Definicao:
— Dados os conjuntos A, Be C, e as funcoes f
de A em B definida por y=f(x) egde Bem C
definida por z=g(y). Chama-se funcéo

composta de g com f, a funcdo h=g o f, de A
em C, definida por z=g(f(x)).

ﬁ 4(f(x))

e/




Composicao de Funcoes
 Exemplo:
— Seja f a funcao do conjunto {a,b,c} para ele mesmo tal
que f(a)=Db, f(b)=c e f(c)=(a).
— Seja g a funcao do conjunto {a,b,c} para o conjunto
{1,2,3} tal que g(a)=3, g(b)=2, g(c)=1.
Determine a composicao de g e f, e a composicao de f e g.
— Solucao:
A composicao de gof é definida como:
* gof(a)=g(f(a))=9(b)=2;
* gof(b)=g(f(b))=9(c)=1;
*  gof(c)=g(f(c))=9(a)=3;

N&o existe a composicao de fog. POR QUE?



Composicao de Funcoes
e (Observacoes:

— S0 existira a funcdo composta gof de X em Z se 0
contradominio de f for um subconjunto do dominio de

g.

— A composicio de funcdes NAO E comutativa, isto é:

fog#gof
* EXerciclos:

— Seja X={1,2,3}, Y={p,q} e Z={a,b}. Sejam também
f:X Y dada por f={(1,p),(2,p),(3,0)} e .Y - Z dada
por g={(p.b).(a.0)}.

Ache gof.

gof={(1.,b),(2,0),(3,0)}



Composicao de Funcoes
« Exercicios:

— Seja X={1,2,3} esejam f, g, h e s funcoes de X em X
definidas como:

f={(1,2),(2,3),(3,1)} 9={(1,2),(2,1).(3,3)}
h={(1,1).(2,2),(3,1)} s={(1,1).(2,2),(3,3)}
Determine:
fog={(1,3),(2,2),(3,1)}
gof={(1,1),(2,3),(3,2)}
fohog={(1,3),(2,2),(3,2)}
sog={(1,2),(2,1),(3,3)}

gos={(1,2),(2,1),(3,3)}
sos={(1,1),(2,2),(3,3)}

fos={(1,2),(2,3),(3,1)}

N o O WN e



Composicao de Funcoes
 Exercicios:
Seja f(X)=x+2, g(x)=x-2 e h(x)=3x para x[IR.
Determine:
fog={(X,x) | XUR}
gof={(X,x) | XUR}
fof={(x,x+4) | xR}
gog={(X,x-4) | xUR}
foh={(x,3x+2) | xR}
hof={(X,3x+6) | X[UR}
hog={(x,3x-6) | XLIR}
fohog={(x,3x-4) | xOR}

© N Ok NP



Funcao Inversa
Definicao:

— Seja f:A - B uma funcao bijetora. A funcéo inversa
de f € a funcéo que associa a um elemento bIB o
elemento Unico de alJA tal que f(a)=b.

e A funcdo inversa de f € denotada por f1;
e Portanto f1(b)=a quando f(a)=b;
 Uma funcéo bijetora ¢ chamada de inversivel.

—  Exemplos:

o Sejafafuncao de {a,b,c} em {1,2,3} tal que f(a)=2, f(b)=3
f(c)=1. Verifique se a funcéo f é inversivel e, em caso
afirmativo, determine a sua inversa.

Solucéo:

A funcao f e inversivel pois € bijetora e a funcéo f é:
e T1(1)=c,

o f1(2)=4,

o« T1(3)=h,




Funcao Inversa

—  Exemplos:

o Sejafafuncio de Z para Z com f(x)=x?. Esta funcéo €
inversivel?

Solucéo:
« Como f(-1)=f(1)=1, f NAO E injetora.
e Se uma f1fosse definida, ela teria de associar dois elementos

a 1. Isto violaria a condi¢do de unicidade. Logo f NAO E
inversivel.

Definicao:
— Uma funcéo Ix: X - X é chamada de fungao
iIdentidade se Ix={(x,x) | x OX}.

— A composicao de uma funcao e sua inversa, em
qualquer ordem, leva a funcao identidade.

Flof=Ix="fof!



Funcao Inversa

— Exemplos:

 Num esquema de criptografia, um transmissor
deseja que esta mensagem chegue com seguranca
a seu receptor. O transmissor escreve a mensagem
em texto claro e aplica um meétodo de codificacéo
para produzir uma mensagem cifrada. A
mensagem codificada € entdo transmitida ao
receptor que aplica um método de decodificacao
para converter o texto cifrado novamente em texto
claro.



