Modelagem de um sistema por
cadeias de Markov

¢ Sistemas “sem memoria”: somente o estado imediatamente
anterior influencia o estado futuro.

# Processo estacionario: probabilidades de transicao de um estado
para outro sao as mesmas em qualquer instante de tempo.

¢ Problema:

o Encontrar as probabilidades de transicao a partir de dados
historicos ou experimentais;

¢ Encontrar as probabilidades limites do sistema estar em cada

um dos seus estados.
1



Matriz de transicao

¢ Matriz de transicao estocastica (2 estados):

P =

Pll

_P21

Pl 2

I:)22_

Soma de cada linha =1

¢ P; = probabilidade da transigao do estado i para o estado j,
depois de 1 intervalo de tempo, dado que o sistema estava
no estado i no inicio do intervalo.



Probabilidades de Estados

¢ As probabilidades do sistema estar nos estados 1 e 2 apos n
periodos de tempo:

B N

I:)1 1 Pl 2

[Pln Pzn ]: [Plo PZO]X _P21 I:)22_

¢ P,Y e P,° sao as condicoOes iniciais do sistema: se o sistema
partir do estado 1, P, = 1 e P,0 = 0, e vice-versa caso partir
do estado 2.



Probabilidades limite

¢ Sob certas condicoes, as probabilidades de estado estabilizam-
se apos varios periodos de tempo em determinados valores,
denominadas probabilidades limite (ou de regime permanente)
da cadeia de Markov.

# As probabilidades serao denominadas P, e P, para o caso de
dois estados, e satisfazem a equacao:

[Pl PZ]X |:P11 P12

5 p } = [P1 PZ] Sabendo-se que P, + P, =1
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Exemplo 2

Processo com dois estados possiveis: tempo bom e tempo ruim

1/2

Tempo bom Tempo ruim
(1) (2)
1/4




Probabilidades de transicao

¢ Como estara o tempo apos 2 transicoes (2 dias), supondo que a
condicao inicial seja tempo bom - estado 1: arvore de
probabilidades.

t P, P,
0 (CI) 1 0
1 1/2 | 1/2
2 3/8 | 5/8
\

Cl:t=0 t



Exemplo 2 — Continuacao

P, P,] [1/2 1/2°

Matriz de transicao: P = —

P, P,| (1/4 3/4]

¢ Apos 2 intervalos de tempo:

o _[U2 12] [3/8 5/8°

1/4 3/4] |5/16 11/16

¢ Apds n intervalos de tempo: . 1/2 1/2
1/4 3/4]




Exemplo 2 — Probabilidades Limite

& Apos 2 estados quais sao as probabilidades do sistema estar
nos estados 1 e 2?

¢ SupondoP,°=1eP,0 =0:

3/8 5/8
PP Pl o {5/16 11/16

& Supondo P,® =0eP,0 = 1:

[Pf P22]=[0 1]{3/8 5/8}=[5/16 11/16]

}:[3/8 5/8]

5/16 11/16



Exemplo 2 — Probabilidades Limite
1/2 1/2
GRS I N S

1/4 3/4

P x(1/2)+P,x(1/4) =P,

Egs. Linearmente Dependentes
P,x(1/2)+P,x(3/4)=P,

Mas, sabe-se que P, + P, =1 (1/2)xP +(1/4)xP, =P,
P +P, =1
(1/4) /2

=0,3333 P, = =0,6667

Probabilidades limite P, =

(3/4) /4)



Exemplo 2 - Probabilidades Limite

Probabilidades de estado em funcao
das condicdes iniciais: estado 1 ou 2
1
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A condicao inicial modifica as probabilidades transitorias, mas néao as

probabilidades limite, que permanecem as mesmas. o



Aplicacao de Cadeias de Markov: um
componente sujeito a renovacao

¢ Processos a Parametros Continuos e Estados Discretos, com
restauracao (possibilidade de reparo — taxa de reparo p).

¢ Seja um sistema com um Unico componente sujeito a
renovacao com taxas de falha e reparo caracterizadas por
distribuicbes exponenciais: A

Operando Falhado
(1) (2)
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Probabilidades limite

1-1)

po (A-p)
P.A-A)+Pu="F
P +P,(1-p) =P,

—PA+P,u=0
P +P, =1

}:[P1 P, ] TM, == TM, =

! 1
A 1L
} Egs. L.D. Mas, sabe-se que P, + P, =1

1
} Lembrando: TM PF:% TMPR=—

ol

o TMPF > A TMPR

P: — = =
' A+p TMPF+TMPR * A+pn TMPF+TMPR
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Exemplo 2 - Continuacao

¢ Sabendo que “taxa de falha” igual a 1/2 (probabilidade de tempo
mudar de bom para ruim) e que “taxa de reparo” igual a 1/4
(probabilidade de tempo mudar de ruim para bom, as
probabilidades limites de cada estado (1- tempo bom e 2 — tempo
ruim) serao:

o U4y p U2
1/2+1/4 1/2+1/4
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Disponibilidade e Indisponibilidade

+ Disponibilidade A(t) (Availability): probabilidade do elemento
estar disponivel em qualquer tempo, em um processo sujeito
a reparo.

¢ Indisponibilidade U(t) (Unavailability): A(t) + U(t) = 1
1 1
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Aplicacao de Cadeias de Markov: 2
componentes sujeitos a renovacao

# Seja um sistema com dois componentes sujeitos a renovacao

com taxas de falha e reparo caracterizadas por distribuicoes
exponenciais:

¢ OP — em operacao; NOP — Fora de operacao.
2, A
0 @ 0
OP OP NOP
OP NOP ) NOP
—_ b = =
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Matriz de transicao

¢ Cadeia de Markov: apenas transicao entre estados
“adjacentes”.

‘Pl_]z}\"I]Xt
1-2A 2\ 0 |
[Pl P, P3] K 1-A—p A :[Pl P, P3]
0 21 1-2pn
2
W _ 2 %
P, = P, = -
aorm; © (rn) R
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Exemplo 3

¢ Suponha um gerador elétrico que tenha taxas de falha e de
reparo constante:

¢ ). = 0,001 falhas/hora; n = 0,49 ocorréncias/hora

# Calcule as probabilidades limite do gerador estar nos estados

de operacao e nao operacao.
P (I;:’ u beras 0,49

e = - — 0,99796
A+p  0,001+0,49

A 0,001
MOOPERT 3 +u 0,001+0,49

P =0,00204
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Exemplo 4

¢ Sejam agora dois geradores elétricos idénticos, que tenham
taxas de falha e de reparo constante:

¢ ). = 0,001 falhas/hora; n = 0,49 ocorréncias/hora

¢ Calcule as probabilidades limite do sistema formado pelos dois
geradores estar nos estados: ambos operando, apenas um
operando, nenhum operando.

2 2
Pl = M > = 0’49 5 — 0,9959
(A+p)  (0,001+0,49) o__ N __ 0002 .
3 2 2 —
(L +un)  (0,001+0,49)
p - 2\ 2x0,001x0,49 — 0,0041

(A+un)  (0,001+0,49)°
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Processos Estocasticos Normais
ou Gaussianos

¢ X. € normal/gaussiano se X(t;), ... , X(t,) forem normais
conjuntas para qualguer n componentes de um vetor
aleatorio gaussiano X de dimensao n.

¢ Completamente caracterizados por média e autocorrelacao
(autocovariancia).

¢ X, gaussiano na entrada de um filtro linear Y, na saida sera
tambéem gaussiano => teorema de combinagoes lineares.

¢ X, gaussiano estacionario no sentido amplo sera também no

estrito.
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Processo de Wiener (movimento
Browniano)

# Processo estocastico Xt sera de Wiener se:
& For um processo normal.
o Tiver incrementos independentes estacionarios.
&, = E[X,] =0 paratodosost=0.

¢ Autocorrelacao: R(t,,t,) = a x min(t;, t,).
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Processo Ruido Branco
Gaussiano

¢ Modelo para o ruido térmico em condutores: “contamina”
sinal que chega a um receptor.

& Ruido observado em um osciloscopio.
¢ Ruido em uma TV sem canal sintonizado.
¢ Para um processo ruido branco gaussiano X, com t e [-o0, o]
¢ E[X]=0
o C(t,,ty) = E[Xyy Xl
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