Processos de Markov

¢ Processos “sem memoria”: probabilidade de X; assumir um
valor futuro depende apenas do estado atual (desconsidera
estados passados).
L 2 P(Xn=Xn| X1=X11X2=X21'"IXn-1=Xn-1) — P(Xn=Xn|Xn_1=Xn_1)
paran=20,1, 2, ...
¢ Seja X; um processo de Markov, i e j estados, C e t tempos:
& p; = PIX(C + 1) =] | X(€) = 1] £z0et=z20

¢ Se p; independe do tempo entao o processo de Markov € dito
ESTACIONARIO ou homogéneo.
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Processos de Markov

Parametros Estados

Discretos Continuos

Discretos | Cadeias de Markov | Processos de Markov
com tempo discreto | com tempo discreto

Continuos | Cadeias de Markov | Processos de Markov
com tempo continuo | com tempo continuo




Cadeias de Markov a tempo
discreto

¢ Estados discretos, parametros discretos.
¢ Probabilidade de estado p[n] = P(X; = a) i=1,2,...
¢ Probabilidades de transigao: p;[n;,n,] = P(Xi, = @ | Xy = @)

Zpij[n1’ n,|=1 Zi:pi[k]>< pij[k’ n]= p;[n]




Matriz de transicao

¢ O conjunto P(Xi|Xin1) pPara n = 1, 2, ... constitui as
probabilidades de transicao de um passo.

¢ Matriz N+1 por N+1 de elementos p;; que satisfaz:
*D; 2 Ovij=0,1,2,...,N Zp;; = 1 para j=1,...,n e Vi.

( 3
Poo P -+ Pon Se p;; Independentes
b ( )_ Pio Pz - Pan do tempo: processo
=Py =" " HOMOGENEO.
LpNO le pNN,




Cadeias de Markov a tempo

¢ Estados ¢
¢ Probabilic

¢ Probabilic

]

continuo

iscretos, parametros continuos.
ade de estado p[t] = P(X(t) = a) i=1,2,...
ades de transigao: p;[t;,t,] = P(Xy(t,)= a| Xi(t})= a)

Zpij[tl’tZ]:l Zpi[tl]x pij[tl’tz]: p[t,]



Processos de Nascimento e Morte

¢ Modelam as alteracoes em uma “populacao”: caso particular
de cadeias de Markov a tempo continuo.

¢ Estado do processo no instante t (X;) representa o tamanho
da populacao no instante t.
# Filas e sistemas de telecomunicacoes.

¢ Assume-se que “nascimentos” e/ou “mortes” multiplos
ocorrem ao mesmo tempo com probabilidade zero.

# As transicoes ocorrem apenas entre estados vizinhos.



Processos de Nascimento e Morte

1 nascimento 1 nascimento

N N\

o o

1 morte 1 morte



Processos de Nascimenito e
Morte

¢ Taxas de nascimento A parai = 0,...,0©

¢ Taxas de morte 4, parai = 0,...,©

# Processo de nascimento puro: 4, =0parai>0
+Divisao de bactérias

¢ Processo de morte puro: A, = 0 parai >0



Processo de Poisson

¢ Processo de nascimento puro pois a taxa de nascimento €
constante: A.

¢ P (t) = [(xt) K x e "2Y/kl  Para k=0 e t=>0.
# Probabilidade de haver k nascimentos no intervalo (0,t).
¢ NUumero médio de nascimentos no intervalo (0,t) = A x t.

& Processo de Parametros Continuos e Estados Discretos.



Processo de Poisson

¢ Evento: "nenhuma chegada nos primeiros t minutos”

0 —Axt
P (1) = (Axt)" xe it

=€
0!
¢ Equivalente a “primeira chegada apos o tempo t”.

& Seja t uma variavel aleatoria que represente o tempo de 0
até a 12 chegada:

s P(T>1t) = e M PT<t)=1-e* =FKT)
¢ f(T) = oF(T)/ot = Ax e M
¢+ T tem distribuicao exponencial: E(T)=1/A» V(T)=1/A2
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Modelagem de falhas

¢ Confiabilidade de sistemas

¢ Necessario modelar o comportamento do sistema,
identificando os seus estados.

¢ Importancia do estado “fora de operacao”, que € causado por
uma falha.

o Obter alguma medida da frequéncia com que o sistema falha:
+ Taxa de falha (transicao, risco — Hazard Rate)
+ Considerar a possibilidade de reparo.
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Taxa de falha em um momento
t

Z(t) = f(ty f(t)  Prob.defalhaentretet+1
1-F(t) R(t) Prob.desobrevivénciadeOat

Z(1): taxa de falha no momento t

f(t): funcao densidade de probabilidades de falha
F(t): funcao distribuicdo acumulada de falha.
R(t): confiabilidade do sistema

Raciocinio analogo para a taxa de reparo u(t).
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Dados para os modelos de
falha

# Testes de tempo de vida.
¢ Dados operacionais do sistema (campo).

¢Em t = 0, N componentes sao colocados em
operacao, e no tempo t existem apenas n(t)
sobreviventes

# Deduzir as expressoes da funcao densidade de falha
e da taxa de falha propriamente dita.
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Principals modelos de falha

¢ 1) Taxa de falha crescente: Uutili no periodo de
envelhecimento dos componentes.

¢ Z(t) = Kt

e (—EKtzj
_ 2 —
o T()=Kixe re R(=¢
\/R _____________ : 1

_______ | 1
K ! —
e i ©

I t T t
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Principals modelos de falha

¢ 2) Taxa de falha linearmente decrescente: util quando as
falhas vao diminuindo ao longo do tempo (fase inicial de vida
do equipamento).

Z(t) =+

(K, - Kt
0

K(t-t,)

0<t<K, /K,
Ko, /TK, <t<t,
t, <t<+o0

CZ()

KoK, !
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Principals modelos de falha

¢ 3) Curva usual para risco de falha: curva da banheira
t Z(Y)

U=

Queima § g Envelhecimento
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Principals modelos de falha

¢ 4) Taxa de falha constante: Z(t) = A.
¢ f(t) = e M R(t) =e M =1-F{t)

# Distribuicao “independe do passado”: vida restante nao depende

de quanto tempo o componente esta em funcionamento
29 () () " R(Y)

R 1

e

o|> &
B
D |

______ i 1




Tempo Médio Para Falha

¢ Caracterizacao do modelo de falha por um Unico parametro.

# Do teste de vida feito em uma populacao de N elementos com
tempos de falhas t, t,, ..., t.: TMPF— iZ”:t_
¢ Usando um modelo de risco: N

TMPF=E(t) = th(t)dt TMPF=E(t) = [—tR(t)]oo" +TR(t)dt

¢ Para a exponencial: R(0) = 1, R(0) = 0. ., ) PF:TR(t)dt
0
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Tempo Medio Entre Falha

¢ Somente tem sentido se houver renovacao: reparo ou troca

do componente falhado.
TMPR

5

SN

N

TMPF

TI\/IPR

-

&

TMPF

N

ol

TMEF = TMPF + TMPR

A = taxa de falha

u = taxa de reparo

Exponencial: TMPF=1/A
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Exemplo 1

¢ Seja z uma taxa de transicao qualquer: se falha = A, se
reparo = p, se € uma transicao do estado 1 para 0 2 = A,,.

o TMPF = 1/ 2, TMPR = 1/ pu TMPE :1/2_1:7”‘

2 1 5
Estadol . . .\ N\ S
Estado 2 T=11 .
no. falhas 3
My = == P, =8/11
tempooperagcao 3 .



